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ВВЕДЕНИЕ

Статья посвящена применению динамических экономико-математических моделей управле-
ния производством продукции предприятия с использованием принципа обратной связи. При-
водится формирование дискретной управляемой динамической системы, описывающей процесс 
выпуска продукции производственным предприятием при наличии прогнозируемой функции 
спроса на продукцию. Фазовый вектор динамической системы определяет основные параметры 
производства продукции, а вектор управляющего воздействия (вектор управления) —  интенсив-
ность использования технологических способов производства продукции, имеющихся в распоря-
жении субъекта управления. Предполагается, что в каждый период субъекту управления известна 
вектор-функция объемов спроса на продукцию предприятия в последующие периоды времени, 
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Аннотация. Статья посвящена применению динамических экономико-математических моде-
лей управления производством продукции предприятия на основе использования принципа 
обратной связи. Приводится формирование дискретной управляемой динамической систе-
мы, описывающей процесс выпуска продукции производственным предприятием при нали-
чии прогнозируемой функции спроса на продукцию. Фазовый вектор динамической системы 
описывает основные параметры производства продукции, а вектор управляющего воздействия 
(вектор управления) —  интенсивность применения технологических способов производства 
продукции, имеющихся у субъекта управления. Предполагается, что в каждый период времени 
субъекту управления известна вектор-функция, описывающая объемы спроса на продукцию 
предприятия в последующие периоды времени, заданные геометрические ограничения на реа-
лизации фазового вектора, векторы управления и спроса. В качестве целевой функции рассма-
тривается значение рассогласования объемов выпуска продукции предприятием относительно 
заданного прогнозируемого значения функции спроса в последующем периоде управления. На 
основе сформированной динамической системы в статье предлагается экономико-математиче-
ская модель исследуемой задачи оптимизации адаптивного управления выпуском продукции 
предприятия, включающая класс допустимых стратегий адаптивного управления и формули-
ровку задачи. В работе предлагается методика решения сформулированной задачи оптимиза-
ции адаптивного управления выпуском продукции предприятия, которая реализуется в виде 
конечной последовательности одношаговых алгебраических операций над векторами конеч-
номерного векторного пространства, конечного набора решений задач линейного и выпуклого 
математического программирования. Полученные результаты могут быть использованы при 
разработке интеллектуальных систем поддержки принятия управленческих решений для акту-
альных задач управления производством продукции на промышленных предприятиях.
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заданные геометрические ограничения на реализации фазового вектора, вектора управления 
и вектора спроса. В качестве целевой функции задачи рассматривается значение рассогласования 
объемов выпуска продукции относительно заданного прогнозируемого значения функции спроса 
в последующем периоде управления. Используя сформированную динамическую систему, в рабо-
те предлагается экономико-математическая модель исследуемой задачи оптимизации адаптивного 
управления выпуском продукции предприятия, включающая класс допустимых стратегий адаптив-
ного управления и формулировку задачи.

В статье в рамках описываемой линейной дискретной управляемой динамической экономи-
ко-математической модели производства продукции предприятия с выпуклой целевой функци-
ей в классе введенных допустимых стратегий управления формулируется задача оптимизации 
адаптивного управления выпуском продукции для выполнения предприятием договорных обяза-
тельств. Предлагается методика решения сформулированной задачи, которая реализуется в виде 
конечной последовательности одношаговых алгебраических операций над векторами конечномер-
ного векторного пространства, выполнения алгебраических операций, преобразующих описание 
выпуклых многогранников-компактов, заданных набором своих вершин, в конечные системы ал-
гебраических равенств и неравенств (и наоборот), а также конечного набора решений задач ли-
нейного и выпуклого математического программирования. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при разработке автоматизированных и интеллектуальных систем поддержки принятия 
управленческих решений для решения актуальных задач управления производством продукции на 
промышленных предприятиях.

МЕТОДЫ И ПОДХОДЫ

При решении различных задач оптимизации управления производством продукции предпри-
ятия возникает необходимость моделировать динамику объектов с целью прогнозирования допу-
стимых значений основных параметров, описывающих их состояние в конкретный период време-
ни, а также управление процессами для достижения приемлемых или наилучших (оптимальных) 
значений выбранных критериев качества их реализации. Для функционирования производствен-
ного предприятия одной из основных задач является создание инструментария, позволяющего реа-
лизовать управление выпуском продукции в заданных прогнозируемых объемах и в определенный 
срок, т. е. способствовать эффективному выполнению договорных обязательств. Решение этой за-
дачи требует наличия на предприятии информационной системы, позволяющей прогнозировать 
состояние основных параметров, характеризующих процессы производства продукции и управ-
лять ими. При этом в реальных ситуациях производства возникают непредвиденные ситуации 
или реализуется негативное возмущение (см. рисунок), которые влияют на объемы производства, 
и система управления должна реагировать на них, т. е. включать обратную связь —  использовать 
возможности адаптации к сложившимся условиям. Для этого необходимо иметь экономико-мате-
матические модели и методики, позволяющие оптимизировать адаптивное управление выпуском 
продукции при его заданных прогнозируемых объемах.

Вопросы оптимизации управления выпуском продукции предприятия активно исследуют-
ся в рамках различных подходов. В работе (Mrgineanu, Lixndroiu,2021) для этого используются 
модели линейного математического программирования. На базе данной методики разработан 
программный продукт для поддержки принятия управленческих решений и приведено его опи-
сание. В статье (Zhang et al., 2021) для управления медицинским предприятием и оптимизации 
корпоративной социальной ответственности формируется модель нелинейного математического 

Рисунок. Общая схема системы управления предприятием
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программирования, которая линеаризуется для решения задачи. Для ускорения поиска оптималь-
ного решения авторы разработали итеративный эвристический алгоритм, позволяющий избегать 
повторения вычислительных операций. Представлено описание алгоритма и результаты проведен-
ного вычислительного эксперимента, позволяющего искать приемлемое решение.

Задача многокритериальной оптимизации управления производственной деятельностью пред-
приятия (выпуск керамических подшипников) рассматривается в работе (Szopa, Marczyk, 2011). 
Для поиска компромиссных решений авторы используют модель линейного математического про-
граммирования и анализируют различные допустимые варианты решений. В (Cheng, Xiao-Bing, 
2013) для планирования производства и оптимизации управления при наличии векторной целевой 
функции авторы используют метод скаляризации векторной целевой функции, т. е. осуществляют 
редукцию исходной задачи к стандартной задаче линейного математического программирования 
и ведут поиск решения в среде MatLab.

Задача оптимизации затрат при производстве заданных объемов продукции рассматривалась 
в (Olanrele et al., 2014). Для ее решения применялись линейная многошаговая экономико-математическая 
модель и метод динамического программирования в модификации (Wagner, Whitin, 2004). В исследова-
нии (David et al., 2012) описана дифференциальная модель динамической оптимизации планирования 
производства продукции с выпуклой целевой функцией, использующая производственную функцию 
Кобба–Дугласа и необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина.

В (Макаров и др., 2021) предложена дискретная динамическая модель цифрового двойника про-
изводственного предприятия (на примере завода по сборке телевизионной техники). В работе опи-
сывается подход, основанный на комбинированном применении методов дискретно-событийного 
и агентного имитационного моделирования. Авторы разработали концептуальную модель цифро-
вого завода с программной реализацией в среде имитационного моделирования AnyLogic. Дина-
мические экономико-математические модели управления различными социально-экономически-
ми процессами представлены, например, в работе (Клейнер, Рыбачук,2017).

На основании приведенного краткого обзора типичных работ, примыкающих к тематике дан-
ного исследования, можно сделать следующие выводы.

1. В большинстве исследований оптимизации выпуска продукции производственного предпри-
ятия используются статические модели линейного математического программирования и сим-
лекс-метод (с его модификациями) для численного решения задач.

2. В моделях нелинейного математического программирования для численного решения кон-
кретных оптимизационных производственных задач предлагаются модификации методов линеа-
ризации для редукции к задачам линейного математического программирования и градиентные 
или эвристические методы.

3. Обычно, решение динамических задач управления процессами выпуска продукции при нали-
чии технико-экономических ограничений и переменном спросе основывается на использовании 
линейных или нелинейных, многошаговых или дифференциальных экономико-математических 
моделей, в рамках которых для поиска оптимальных или приемлемых решений применяются раз-
личные модификации методов динамического программирования, принципа максимума Понтря-
гина, агент-ориентированного моделирования и др.

В данной работе формируется линейная дискретная управляемая динамическая система, фазо-
вый вектор которой описывает состояние основных параметров процесса производства продукции 
в конкретный период времени. Вектор управляющего воздействия (управления) характеризует ин-
тенсивности имеющихся технологических способов производства продукции, а вектор спроса —  
значения прогнозируемых объемов спроса на продукцию предприятия. Ограничения на фазовый 
вектор динамической системы, вектор управления и вектор спроса описывают имеющиеся техни-
ко-экономические условия процесса производства. В данной работе они являются геометрически-
ми —  в виде ограничивающих выпуклых многогранников-компактов в конечномерных (евклидо-
вых) векторных пространствах. Целевая функция является выпуклой и оценивает рассогласование 
между допустимым состоянием фазового вектора динамической системы в конкретный период 
времени и прогнозируемым значением вектора спроса в последующий период времени. Исполь-
зуя результаты (Тюлюкин, Шориков, 1988; Tyulyukin, Shorikov, 1993; Шориков, 1997, 2006), в статье 
вводится специальный класс допустимых стратегий адаптивного управления производством про-
дукции предприятия. Экономико-математическая модель включает формализацию многошаговой 
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задачи оптимизации адаптивного управления производством продукции для выполнения предпри-
ятием договорных обязательств в рамках выбранного класса стратегий.

В работе описывается методика сформулированной задачи, которая основывается на использо-
вании общего рекуррентного алгебраического метода, разработанного в (Тюлюкин, Шориков, 1988; 
Tyulyukin, Shorikov, 1993; Шориков, 1997) для построения областей достижимости (прогнозных мно-
жеств) линейных дискретных управляемых динамических систем. Согласно методике решение ис-
ходной задачи оптимизации сводится к реализации конечной рекуррентной последовательности 
одношаговых алгебраических операций над векторами конечномерного векторного пространства, 
выполнению алгебраических операций, преобразующих описание выпуклых многогранников-ком-
пактов, заданных в виде наборов их вершин, в конечные системы алгебраических уравнений и не-
равенств, и наоборот —  операций двойственного описания выпуклых многогранников-компактов, 
реализации конечного набора решений задач линейного и выпуклого математического программи-
рования, т. е. выполнению только одношаговых операций, допускающих их алгоритмизацию.

Данная работа примыкает к исследованиям (Olanrele et al., 2014; Макаров и др., 2021; Клейнер, 
Рыбачук, 2017; Aksyonov et al., 2015; Astolfi, 2006; Astroem, Wittenmark, 2008; Landau et al., 2011) и ос-
новывается на результатах работ (Тюлюкин, Шориков, 1988; Tyulyukin, Shorikov, 1993; Шориков, 
1997, 2006; Bazaraa, Shetty, 1979; Черников, 1968).

ФОРМИРОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Опишем динамическую экономико-математическую модель процесса производства продукции 
на производственном предприятии, а также формализацию задачи адаптивного управления выпу-
ском продукции для оптимизации выполнения предприятием договорных обязательств.

Пусть n — число основных параметров (i) производственного процесса производства про-
дукции на предприятии (хранимых, промежуточных и выпускаемых продуктов, сырья, материа-
лов и др.), n∈N; N —  множество всех натуральных чисел; j —  способ производства продукции, 
j p p� �1 1, { , , } ; t —  период времени, t T T� � � �0 1 0 1, { , , }  (T ∈N; t —  месяц, квартал, год); p —  чис-
ло технологических способов организации производства продукции на предприятии, p∈N; Rk —  
k-мерное векторное пространство векторов-столбцов 1, k .∈N

Каждый способ производства j  продукции в период t характеризуется вектором 
( ( ), , ( ))b t b tj nj

n
1 

��R :
– если b tij ( )< 0, то b tij ( )

 
—  объем затрат параметра i при способе j в период t;

– если b tij ( )> 0, то b tij ( )
 
—  объем выпуска параметра i способом j в период t;

– если b tij ( )= 0, то b tij ( ) — отсутствие выпуска/затрат параметра i способом j в период t;
u tj ( ) —  интенсивность использования способа j в период t, u tj ( )∈R1; s ti ( ) —  величина спроса на 
продукцию i, выпускаемую в период t, s ti ( )∈R1.

Пусть x ti ( )+1  —  количество продукции i, образовавшейся на складе предприятия к концу пери-
ода ( )t +1  (запасы в период ( )t +1 ), которое формируется из запасов в количестве x ti ( ) предыдущего 
периода времени t и образовавшихся излишков в этот период времени по формуле

    x t x t b t u t s ti i ij j
j

p

i( ) ( ) ( ) ( ) ( ),� � � � �
�

1
1

  (1)

или в векторной форме
              x t x t B t u t s t( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �1 , t T� �0 1, ,  (2)

где x t x t x tn( ) ( ( ), ..., ( ))� �
1  —  вектор количества запасов продукции в период времени t, или фазовый 

вектор системы, x t n( )∈R ; u t u t u tp( ) ( ( ), ..., ( ))� �
1  —  вектор интенсивности использования техноло-

гий производства продукции на предприятии в период t, или вектор управляющего воздействия 
(управления) системы, u t p( )∈R ; s t s t s tn( ) ( ( ), ..., ( ))� �

1  —  вектор количества спроса на продукцию 
предприятия в период t, s t n( )∈R ; B t b tij i n

j p

( ) ( ) ,
,

� �
�
1
1

 —  технологическая матрица производства про-
дукции на предприятии размерности ( )n p× .

1 Для экономии места будем записывать их в строку.
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Если в начале периода t t T( , )� �0 1  на складе имелись запасы продукции (хранимых, про-
межуточных и выпускаемых продуктов, сырья, материалов и др.) в количестве x t( ), то к кон-
цу этого периода для продажи и производства будет пригодна только часть, равная A t x t( ) ( ), где 
A t a tii i n

( ) ( )
,

�
�1

 —  диагональная матрица размерности ( )n n× , характеризующая старение продукции 
за этот период. Тогда векторно-матричное рекуррентное уравнение (2) будет иметь вид

     x t A t x t B t u t s t x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( )� � � � �1 0 0, t T� �0 1, ,  (3)
где x0 —  заданное начальное значение фазового вектора, x n

0 ∈R .
Предполагается, что в рассматриваемом процессе управления производством продукции пред-

приятия для каждого периода t (t T∈0, ) значения фазового вектора x t x t x tn
n( ) ( ( ), ..., ( ))� ��1 R  долж-

ны удовлетворять заданному геометрическому ограничению:
          x t t n( ) ( ) ,� ��X R   (4)

где множество X� ��( )t  —  выпуклый многогранник-компакт в пространстве Rn, определяющий 
технико-экономические ограничения на основные параметры продукции предприятия. Он может 
описываться, например, в виде

X R� �� � �� � � � ��( ) ( ) : ( ) ( ( ), , ( )) , , : ( ) ( )t x t x t x t x t i n x t x tn
n

i i1 1 0 ��,
где � � � �� �i n x t x ti i1 01, : ( ) , ( ) .R

Предположим, что в рассматриваемом процессе управления для каждого периода времени t  
(t T� �0 1, ) значения вектора управления u t p( )∈R , которым распоряжается субъект управления (ме-
неджер) P, должны удовлетворять заданному геометрическому ограничению

         u t t p( ) ( )� ��U R ,  (5)
где множество U� ��( )t  — выпуклый многогранник-компакт в пространстве R p, определяющий 
технико-экономические ограничения на ресурсы управления производством продукции, т. е. ре-
сурс управления, и описывается формулой

U R�
�� � ��� � � � �( ) ( ) : ( ) ( ( ), , ( )) , : ( ) ( )t u t u t u t u t j p u t u t up

p
j j j1 1

�� �( ) ,t
где � � � � ��

�
�j p u t u t u tj j j1 01 1, : ( ) , ( ) , ( ) .R R

Для каждого периода t (t T∈0, ) вектор спроса s t n( )∈R  должен удовлетворять ограничению
             s t t n( ) ( )� ��S R ,  (6)

где S� ��( )t  — выпуклый многогранник-компакт в пространстве Rn, который определяет множе-
ство допустимых значений вектора спроса, например вида:

S R�
�

�� � �� � � � �( ) ( ) : ( ) ( ( ), , ( )) , : ( ) ( )t s t s t s t s t i n s t s t sn
n

i i i1 1 (( ) ,t ��
где � � � � ��

�
�i n s t s t s ti i i1 01 1, : ( ) , ( ) , ( ) .R R

Опишем информационные возможности менеджера P в процессе оптимизации адаптивного 
управления выполнением договорных обязательств производственным предприятием на основе 
дискретной управляемой динамической системы (3)–(6).

Пусть на рассматриваемом промежутке времени 0,T  для любого t T T� � �0 1, ( )N , и промежутка 
времени t T T, ,⊆ 0  в период t в процессе управления менеджером Р измеряются и запоминаются 
следующие параметры: x t xt( )=  —  фазовый вектор системы (3) в период t (x x( )0 0= ); s t st( )=  —  век-
тор количества спроса на продукцию предприятия в период t (s s( )0 0= ); s t� �( )1  —  вектор прогно-
зируемого количества спроса на продукцию предприятия в период времени ( )t +1 , где 
s t t�

�� � �( ) ( ).1 1S  Предположим, что известны векторно-матричное рекуррентное уравнение (3), 
описывающее динамику модели объекта управления, и ограничения (4)–(6).

ФОРМАЛИЗАЦИЯ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Назовем набор w t t x t s t T n n( ) { , ( ), ( )} , ..., ,� �� �� �0 R R  w w x s( ) { , , },0 00 0 0= =  t-позицией дискретной 
управляемой динамической системы (3)–(6). Для каждого периода t T∈0,  определим множество

W X S( ) { } ( ) ( ),t t t t� � �� �  W W X S( ( ) : { , , } { } ( ) ( ) ,0 0 0 0 0 00 0 0 0 0)� � � � �� � � �� �w w w x s
всех допустимых t-позиций системы.
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Тогда � � �t t T( , )0 1  и допустимых вариантов реализации пар ( ( ), ( )) ( ) ( ),w t u t t t� � �W U  где 
w t t x t s t t( ) { , ( ), ( )} ( ),� �W  —  t-позиция дискретной управляемой динамической системы (3)– (6), 
w x s x s w( ) { , ( ), ( )} { , , }0 0 0 0 0 0 0 0� � � �W0 ; u t( ) —  допустимое в этот период времени управление; 
s t t�

�� � �( ) ( )1 1S  —  известный менеджеру Р прогнозируемый вектор спроса, для определения ка-
чества рассматриваемого процесса оптимизации выполнения договорных обязательств производ-
ственным предприятием введем целевую функцию ��

t t, 1�
::W U S( ) ( ) ( )t t t� � �� � 1 →R1, значения кото-

рой определяются по формуле

    
��

t t t t
w t u t s t t x t u t s t

, 1 1 , 1
(

� � � �
� � �( ( ), ( ), ( )) ( ; ( ), ( ), ( )),1 1Ft � ss t

s t t s t
�

� � �

� �

� � � � � � �

( ))

,

1

1 1Ft n
x t x1( ( 1), ( 1)) ( ) ( )

  (7)

где x t( 1) (� � �
�

�
t t

t x t u t s t
,

; ( ), ( ), ( ))
1

1
 
—  фазовый вектор системы (3) в период времени ( 1)t + , 

x t( 1)� � �X ( )t , соответствующий набору ( ( ), ( ), ( ))x t u t s t ; �
t t,

:
�1
R U Sn t t� �� �( ) ( ) →Rn— оператор пра-

вой части векторно-матричного рекуррентного уравнения (3), действующий на промежутке вре-
мени t t, +1, который каждому набору (x t u t s t( ), ( ), ( ))∈ R U Sn t t� �� �( ) ( ) ставит в соответствие фазо-
вый вектор x t( 1)� �Rn, удовлетворяющий этому уравнению; F R R Rt� � �1 : n n 1 —  выпуклый функ-
ционал, имеющий непрерывные частные производные по переменной x; ⋅

k
 — Евклидова норма 

в векторном пространстве R Nk k, ∈ .
Целевая функция ��

t t, 1�
 (формула (7)) оценивает расхождение фазового вектора системы x t( 1)+  

и прогнозируемого вектора спроса s t� �( )1  на продукцию, которую необходимо произвести соглас-
но договорными обязательствами, т. е. ��

t t, 1�
 оценивает качество выполнения договорных обязательств 

производственным предприятием в конце промежутка времени t t, +1. Фазовый вектор x t( 1)+  опре-
деляет запасы предприятия в период ( 1)t + . В силу формул (1) и (2) в него входят объемы выпуска 
продукции в период t. Согласно уравнению (3) фазовый вектор x t( 1)+  соответствует фактической 
реализации набора ( ( ), ( ), ( ))x u st t t , включающего выбор управляющего воздействия u( )t  менеджером 
Р и фактическую реализацию спроса в объеме s( )t  в этот период времени. Прогнозируемый вектор 
спроса s t� �( )1  предоставляется менеджеру Р по ходу реализации процесса управления в период t. 
Следовательно, в процессе управления менеджер Р выбирает свое управляющее воздействие u( )t , 
учитывающее фактические реализации запасов x( )t  и спроса s( )t , и имеет возможность регулиро-
вать объемы выпуска продукции предприятия в период t, ориентируясь на прогнозируемый объем 
спроса s t� �( )1 .

Отметим, что результат процесса управления с целевой функцией (7) зависит от качества про-
гнозирования значения вектора спроса s t� �( ).1  Тогда целью менеджера Р на промежутке t t, +1 яв-
ляется минимизация значения целевой функции ��

t t, 1�
.

Допустимой стратегией адаптивного управления Ua менеджера Р для модели (3)–(7) на про-
межутке 0,T  будем называть отображение U Wa t: ( )×S� � �( )t 1 U∗( ),t  — которое каждому пери-
оду t  (t T� �0, 1) и паре возможной реализации ( ( ), ( ))w t s t� � �1 W( )t × S� �( )t 1  ставит в соответ-
ствие множество U Ua w t s t t( ( )( ), ( 1))�

�� �  допустимых управлений u t t( )� �U ( ) менеджера Р, где 
w t t x t s t t( ) ( )� �{ , ( ), ( )} W ( )w w(0) 0� �0 W  —  t-позиция дискретной управляемой динамической систе-
мы (3)–(6); x t t( ) ( )� �X  —  фазовый вектор системы и s t t( ) ( )� �S  —  вектор спроса, допустимые в данный 
период t; s t t�

�� � �( ) ( )1 1S  —  заданный прогнозируемый вектор спроса, отвечающий периоду ( )t +1 .
Обозначим через Ua

∗  множество всех допустимых стратегий адаптивного управления менед-
жера Р для выполнения договорных обязательств предприятия на промежутке 0,T . Тогда можно 
сформулировать нелинейную многошаговую задачу оптимизации адаптивного управления выпол-
нением договорных обязательств предприятия в рамках модели (3)–(7).

Задача. Для рассматриваемого промежутка времени 0,T  и дискретной управляемой динамической 
экономико-математической модели (3)–(7) требуется найти стратегию менеджера Р для оптимального 
адаптивного управления выполнением договорных обязательств предприятия U Ua

e
a
e w t s t( ) ( )( )� � ��( ), ( 1)

∈ Ua
*, t T� �0, 1, где w t t x t s t t( ) { , ( ), ( )} ( )� �W  —  t-позиция дискретной управляемой динамической си-

стемы (3)–(6) (w(0)= { , ( ), ( )}0 0 0x s = { , , }0 0 0x s = w0 ∈W0); x t t( ) ( )� �X  —  фазовый вектор системы и 
s t t( ) ( )� �S  —  вектор спроса, допустимые в данный период t; s t t�

�� � �( ) ( )1 1S  —  заданный прогнозиру-
емый вектор спроса в период ( )t +1 ), который определяется следующим образом:
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1) ∀ w t t x t s t t w t s ta
e( ) � � � ��� �� �{ , ( ), ( )} ( ( ), ( )) ,( )W U( ) 1  t T� �0, ,1 полагается U Ua

e
a
e w t s t( ) ( )( ( ), ( )),� �� 1   

где множество Ua
e w t s t( )( ( ), ( ))� �1  определяется из решения оптимизационной задачи вида

  

U Ua
e e e

t t
e

t t
w t s t u t u t t( ) ( ) ( ) ( )( ( ), ( )) ( ) : ( ) ( ),�

�
� �

� � �� �1 �� ��
, 1 , 11

, 1
min

( ( ), ( ), ( ))

( ( ), ( ),

( )

( ) ( )

w t u t s t

w t u t s

e

u t t t t

�

� � � �

� �

�

1

U
�� (( )) ; ( ), ( ), ( )), (

( ) ( )
t t x t u t s t s t

u t t t t
� � � �

� � � � �1 1min ( (1 , 1U
Ft � 11

1 1

)

; ( ), ( ), ( )), ( ))( ) (

)

( ( (1 , 1 1

�

� � � �� � � �F Ft t x�
t t

e et x t u t s t s t ))

( ) ( )

( ), ( ))

,

t s t

t s te
t

e

� � �

� � � � � � ��
�

� �

1 1

1 1x
n

( ) ( ) 1F

  (8)

где x t( )
,

( ); ( ), ( ), ( )e
t t

et x t u t s t( 1) ( )� � �
�

�
1

1  —  фазовый вектор системы в период ( 1)t + , соответствующий 
набору ( ( ), ( ), ( ))x u st t te( ) , x t( ) ( )e t( 1)� � �X ;

2) � � � � ��� � �� ��w t t x t s t t w t s t w t t xa
e( ) ( ){ ( ), ( )} ( ( ), ( )) { ,( ), ( )W U 1 (( ), ( )}t s t t�W( ), t T� �0, 1, соглас-

но (5), полагаем
       U U Ua

e
a
e w t s t t( ) ( )( ( ), ( )) ( ),� � ��

�1   (9)
которая реализуется с помощью последовательности только одношаговых операций, допускающих 
их алгоритмизацию.

Набор ��
t t

e

t T, 1� � �
� �( )

,0 1 
образует множество оптимальных значений целевой функции, соответству-

ющее оптимальной стратегии U Ua
e

a
( ) .∈ *

Пусть фазовая траектория x x ta
e

a
e

t T
( ) ( )

,
( ) { ( )}� �

�0
 динамической системы (3)–(6) порождена стратегией 

U Ua
e

a
( ) ∈ *  на промежутке 0,T , которой соответствует реализация набора ( ( ), ( ))( )u sa

e
a� � �   

= ({ ( )} ,{ ( )} )( )u sa
e

at t
t T t T� � �0 1 0, ,

, т. е. � � �t T0 1, :  x t t t s ta
e

t t a
( )( )� � �

�
1 1�

, 1
( ) ( )( ; ( ), ( ), ( ))x t ua
e

a
e  , x xa

e( )( )0 0= , s sa(0)= 0. 
Тогда траекторию x x ta

e
a

e
t T

( ) ( )
,

( ) { ( )}� �
�0

 будем называть оптимальной фазовой траекторией, при реализации 
стратегии оптимального адаптивного управления U Ua

e
a

( ) ∈ *.
Согласно результатам, изложенным в работе (Шориков, 1997), решение данной оптимизацион-

ной задачи существует.

МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ

Отметим, что сформулированная оптимизационная задача не может быть решена перебором 
допустимых вариантов управляющего воздействия, так как в каждый период t T� �0 1,

 
множество 

U∗( )t  допустимых значений управления u t( ) в ограничении (5) является бесконечным.
Для любого многогранника-компакта X  (с конечным числом вершин) в пространстве Rk (k∈N) 

через V- rep{ }X  обозначим множество его вершин, а через H-rep{ }X  — множество решений соответ-
ствующей системы линейных алгебраических уравнений и неравенств �� X� �, которое совпадает с X .

Множества V- rep{ }X  и H-rep{ }X  описывают множество X  с помощью двойственных операций 
V-rep и H-rep.

Методику решения рассматриваемой многошаговой оптимизационной задачи можно предста-
вить в виде реализации последовательности одношаговых действий.

1. Полагаем t := 0.
2. Для периода t формируем исходные данные, описывающие экономико-математическую мо-

дель (3)–(7), а именно:
2.1) конечное множество V-rep X�� �( )t  всех вершин, однозначно описывающих многогран-

ник-компакт X∗( )t  в период t;
2.2) конечная система линейных алгебраических уравнений и неравенств �� X�� �( )t , множество ре-

шений которой H-rep X�� � �( )t X∗( )t  однозначно описывает многогранник-компакт X∗( )t  в период t;
2.3) конечное множество V-rep X� �� �( )t 1  всех вершин, однозначно описывающих многогран-

ник-компакт X� �( )t 1  в период (t+1);
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2.4) конечная система линейных алгебраических уравнений и неравенств �� X� �� �( )t 1 , множе-
ство решений которой H-rep X� �� � �( )t 1 X� �( )t 1  однозначно описывает многогранник-компакт 
X� �( )t 1  в период ( )t +1 ;

2.5) конечное множество V-rep U�� �( )t  всех вершин, описывающих многогранник-компакт U∗( )t  
в период t;

2.6) конечное множество V-rep S� �� �( )t 1  всех вершин, однозначно описывающих многогран-
ник-компакт S� �( )t 1  в период (t+1);

2.7) конечная система линейных алгебраических уравнений и неравенств �� S� �� �( )t 1 , множество 
решений которой H-rep S� �� � �( )t 1 S� �( )t 1  однозначно описывает многогранник-компакт S� �( )t 1  
в период (t+1);

2.8) измеряем реализацию фазового вектора системы x t xt( )= . Если x tt �
�X ( ) (т. е. этот век-

тор является решением системы �� X�� �( )t ), переходим на п. п. 2.9, в противном случае полагаем 
Ua

e w t s t( )( ( ), ( )) :� � �1 V-rep U�� �( )t  и осуществляем переход на п. 10;
2.9) измеряем реализацию фазового вектора спроса s t st( )= . Если s tt �

�S ( ) (т. е. этот вектор не явля-
ется решением системы �� S�� �( )t ), полагаем s t st( )� �S∗( )t , где вектор st —  решение системы �� S�� �( )t ;

2.10) формируем прогнозируемый вектор спроса s t� � �( )1 S� �( )t 1 , т. е. решение системы 
�� S� �� �( )t 1 ;

2.11) формируем t-позицию системы w t( )= { ( )t x t s t t x s w tt t, ( ), ( )} { , , }� � �� W ( , ( ), ( )}w x s(0) {= =0 0 0
= ={ , }0 0 0x s, w0 ∈W0 ), причем выполняется условие w t x t .t t�� � �� �� �W X( ) ( )

3. Для полученной t-позиции системы w t x s wt t t t� � �{ , , } W( )t  (w x s0 0 0 00� �{ , , } W ) на основании 
рекуррентной системы (3) и имея множество V-rep U�� �( )t , формируем область достижимости (про-
гнозное множество) G( , , )t w tt +1  системы (3) на шаг вперед (Тюлюкин, Шориков, 1988; Tyulyukin, 
Shorikov, 1993; Шориков, 1997), т. е. для (t+1), в виде V-rep G( , , )t w tt �� �1

 
— конечного множества 

всех вершин выпуклого многогранника-компакта G( , , )t w tt +1  пространства Rn. Отметим, что 
G( , , )t w tt +1  содержит множество всех возможных фазовых векторов x t t t s

t t t( )� � �
�

1 1�
, 1

( ; , ( ), )x ut  при 
реализациях допустимых управлений u t t( )� �U ( ) менеджера P. Для этого применяем общий рекур-
рентный алгебраический метод (Шориков, 1997) построения областей достижимости (прогнозных 
множеств) линейных дискретных управляемых динамических систем. В результате получаем ко-
нечную последовательность решений одношаговых задач линейного математического программи-
рования и алгебраических операций над векторами в пространствах Rn и R p.

4. Из множества V-rep{ ( , , )}G t w tt +1   формируем конечную систему линейных алгебраических 
уравнений и неравенств ��{ ( , , )}G t w tt �1 , множество решений которой H-rep{ ( , , )} ( , , )G Gt w t t w tt t� � �1 1  
однозначно описывает многогранник-компакт G( , , ).t w tt +1

5. Из �� G( , , )t w tt �� �1  и ��{ ( )}X� �t 1  формируем систему �� ��{ ( , , )} { ( )}.G Xt w t tt � ��1 1

6. Множество решений системы ��{ ( , , )}G t w tt �1  ��{ ( )}X� �t 1
 

вычисляется по формуле 
H-rep{ ( , , ) ( )} ( , , ),G X Xt w t t t w tt t� � � ��1 1 1  т. е. в виде решений конечной системы линейных алге-
браических уравнений и неравенств, описывающей множество G X( , , ) ( )t w t tt � � ���1 1  всех до-
пустимых фазовых векторов x t( )+1  системы рекуррентных уравнений (3), удовлетворяющих за-
данному ограничению (4).  Если G X( , , ) ( )t w t tt � � ���1 1 ,  полагаем  U U Ua

e
a
e w t s t t( ) ( )( ( ), ( )) : ( )� � � � ��

�1 V-rep
 

 U U Ua
e

a
e w t s t t( ) ( )( ( ), ( )) : ( )� � � � ��

�1 V-rep  и переходим на п. 10.
7. Для полученного прогнозируемого в период времени (t+1) значения вектора спроса 

s t t�
�� � �( ) ( )1 1S  из решения задачи выпуклого математического программирования, определяе-

мой, согласно (7), выпуклой целевой функцией ��
t t, 1�

 и конечной системой линейных алгебраиче-
ских уравнений и неравенств с множеством решений X( , , )t w tt +1 , формируем множество
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и число  ��
t t

e
t t

e
, 1 , 1� �

�( ) ( ) ,F  где 
 x t ut ta

e
t t a

et x t s( )
,

( ); ),( 1) ( , ( )� � �
�

�
1

1  —  фазовый вектор системы в период t+1, со-
ответствующий набору ( , ( ) )x ut t



a
e t s( ) , , x ta

e t( ) ( ).( 1)� � �X  Множество Ua
e

tw s t( )( , ( ))� �1  и число  ��
t t

e
t t

e
, 1 , 1� �

�( ) ( )F  
находятся из решения задачи выпуклого математического программирования, например с помо-
щью градиентного метода Зойтендейка (см. (Bazaraa, Shetty, 1979)), т. е. в результате конечной по-
следовательности алгебраических операций над векторами в Rn.

8. Формируем конечное множество V-rep{ ( ( ), ( ))}( )
Ua

e w t s t� �1  всех вершин, однозначно описыва-
ющих непустой многогранник-компакт Ua

e w t s t( )( ( ), ( ))� �1 , являющийся решением оптимизацион-
ной задачи (10).

9. Для рассматриваемой t-позиции системы w t x s tt t t� �{ , , } W( ) полагаем  U Ua
e

a
e

tw t s t w s t( ) ( )( ( ), ( )) : { ( , ( ))}.� �� � �1 1V-rep
 U Ua

e
a
e

tw t s t w s t( ) ( )( ( ), ( )) : { ( , ( ))}.� �� � �1 1V-rep
10. Назначаем t t:� �1. Если t T< , переходим на п. 2; если t T= , переходим на п. 11.
11. Для всех периодов времени t T� �0 1,  формирование стратегии  U Ua

e
a
e w t s t( ) ( )( )� � ��( ), ( 1)  Ua

*, 
t T� �0 1, , менеджера Р (где w t t x t s t t( ) ( ),� �{ , ( ), ( )} W  w x s x s w( ) { , ( ), ( )} { , , }0 0 0 0 0 0 0 0� � � �W0 ) t-пози-
ция дискретной управляемой динамической системы (3)–(6), осуществляется следующим образом:

11.1) ∀ w t t x t s t t w t s ta
e( ) � � � ��� �� �{ ( ), ( )} ( ( ), ( )) ,( ), ( )W U 1  t T� �0 1,  

полагаем
        U Ua

e
a
e w t s t( ) ( ): ( ( ), ( ))� �� ��V-rep 1 ,  (11)

где множество Ua
e w t s t( )( ( ), ( ))� �1  определяется из решения оптимизационной задачи (10);

11.2) � � � � ��� �� ��w t t x t s t t w t s ta
e( ) { , ( ), ( )} ( ( ), ( ))( )W U( ) 1 w t( ) = { , ( ), ( )} ,t x t s t t∉W( )  t T� �0 1, , со-

гласно (5) имеем
     U U Ua

e
a
e w t s t t( ) ( )( ( ), ( )) : ( )� � � � ��

�1 V-rep   (12)
с помощью конечной последовательности алгебраических операций над векторами в R p.

12. Пусть фазовая траектория  x x ta
e

a
e

t T
( ) ( )( ) { ( )}

,
� �

�0
 динамической системы (3)–(6) порожде-

на стратегией U Ua
e

a
( ) ∈ *  на промежутке времени 0,T . Ей соответствует реализация набо-

ра ( ( ), ( )) ({ ( )} ,{ ( )} )( ) ( )
 u s u sa
e

a a
e

a� � �
� � �

t t
t T t T0 1 0, ,

, т. е. � � �t T0 1, : :   x t t t s ta
e

t t a
( )( )� � �

�
1 1�

, 1
( ) ( )( ; ( ), ( ), ( ))x t ua
e

a
e , 

x xa
e( )( )0 0= , s sa(0)= 0.

Согласно (Шориков, 1997) справедливы равенства:
� � � � � �w t t x t s t T n n( ) { ( ), ( )} , :, 0 1 R R  U Ua

e
a
ew t s t w t s t( ) ( )( ( ), ( )) ( ( ), ( ));� �� � �1 1  U Ua

e
a
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�� ��
t t

e
t t

e
t t

e
t t

e
, 1 , 1 , 1 , 1� � � �

� � �( ) ( ) ( ) ( ) , F F

т.е. сформированные стратегия адаптивного управления U Ua
e

a
e( ) ( )=  и набор �� ��

t t
e

t T t t
e

t T, 1 , 1� � � �
� � �� � �( ) ( )

0 0
= F F

t t
e

t T t t
e

t T, 1 , 1� � � �
� � �� �( ) ( )

0 0


 
образуют решение задачи оптимизации адаптивного управления выполне-

нием договорных обязательств производственным предприятием.
Из методики решения оптимизационной задачи следует, что формирование стратегии оптималь-

ного адаптивного управления U Ua
e

a
e( ) ( )=  менеджера P осуществляется с помощью конечной рекур-

рентной последовательности алгебраических операций над векторами в пространствах Rn и R p, ко-
нечных последовательностей алгебраических операций преобразования многогранников-компактов, 
заданных в виде конечных систем линейных алгебраических уравнений и неравенств, в конечный 
набор их вершин, и наоборот (т. е. использования двойственных операций описания многогранни-
ков-компактов), а также решений задач линейного и выпуклого математического программирова-
ния. Это означает, что предложенная методика решения рассматриваемой оптимизационной задачи 
может служить основой для разработки соответствующих численных алгоритмов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для решения сформулированной многошаговой задачи оптимизации адаптивного управления 
выполнением договорных обязательств производственным предприятием в данной статье пред-
лагается методика ее решения, основывающаяся на общем рекуррентном алгебраическом методе 
(Тюлюкин, Шориков, 1988; Tyulyukin, Shorikov, 1993; Шориков,1997) построения областей дости-
жимости (прогнозных множеств) линейных дискретных управляемых динамических систем. Ре-
шение исследуемой оптимизационной задачи осуществляется с помощью конечной рекуррентной 
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последовательности выполнения алгебраических операций над векторами в пространствах Rn  
и R p, выполнения алгебраических операций, преобразующих описание выпуклых многогранни-
ков-компактов, заданных в виде конечных систем алгебраических уравнений и неравенств, в ко-
нечные наборы их вершин, и наоборот (т. е. выполнения операций двойственного описания выпу-
клых многогранников-компактов), реализации конечного набора решений задач линейного и вы-
пуклого математического программирования, т. е. путем реализации только одношаговых операций, 
допускающих их алгоритмизацию.

Полученные в статье результаты могут быть использованы для разработки интеллектуальных 
компьютерных информационных систем поддержки принятия управленческих решений на произ-
водственных предприятиях, экономико-математические модели которых представлены, например, 
в исследованиях (Макаров и др., 2021; Клейнер, Рыбачук, 2017; Aksyonovetal., 2015; Astolfi, 2006; 
Astroem, Wittenmark, 2008; Landauetal., 2011).
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Abstract. The article is devoted to the application of dynamic economic and mathematical models for 
managing the production of an enterprise based on the use of the feedback principle. Formation of a 
discrete controllable dynamical system is given, which describes the process of production output by 
a manufacturing enterprise in the presence of a predictable demand function for products. The phase 
vector of a dynamical system describes the main parameters of production, and the control action 
vector (control vector) describes the intensity of the use of technological methods of production that 
are available to the subject of control. It is assumed that in each period the subject of control knows 
the vector function that describes the volume of demand for the company’s products in subsequent 
periods, and the given geometric restrictions on the implementation of the phase vector, control vector 
and demand vector are also known. As the target function of the problem, the value of the discrepancy 
between the volumes of output by the enterprise relative to the given predicted value of the demand 
function in the subsequent control period is considered. Using the generated dynamical system, the 
paper proposes an economic-mathematical model of the studied problem of optimizing the adaptive 
control of the enterprise’s output, which includes a class of admissible strategies for adaptive control 
and the formulation of the problem. The paper proposes a method for solving the formulated problem of 
optimizing the adaptive control of the output of an enterprise, which is implemented as a finite sequence 
of one-step algebraic operations on vectors of a finite-dimensional vector space, a finite set of solutions 
to problems of linear and convex mathematical programming. The results obtained can be used in the 
development of intelligent decision support systems for the actual tasks of managing the production of 
products at industrial enterprises.
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