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АНДРОНОВ И ТЕОРИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙА. А.

Е. С. БОЙКО

А А Андоонов (1901 — 1952) является одним из основоположников
теории нелинейных колебаний. Проблемами нелинейных колебании он
начал заниматься еще в период аспирантуры под Руководством вь даю
щегося советского физика Л. И. Мандельштама. В эти
наибольший интерес для него представляла квантовая механика. Пер
вые оаботы выполненные А. А. Андроновым (в соавторстве с М. А. Леон
товичем) под руководством и при участии Л. И. Мандельштама, появи-
Л1!ск п гпячи С так называемой старой квантовой механикой,
лись в^связи стак называ ^ ^ д^^^де^ьштама задачу об исследовашш
устойчивости’ периодических решений, которые посташьл^ и
так называемого метода припасовываыия, А. А. ДР адек-
решил задачу об отыскании математического аппарата, общего и адек
ватного Bcebi^V циклу известных автоколебательных задач, а основе
которого MorL быть построена теория
дпмый аппарат был найден Андроновым в работах ^нри Пуанкаре.

ГаГ”ен1ш" чТ; зГсодо"!; лсд до об%^щод^ия^^к ним Анд^

^ссер^ТиошюйТХь^'А^"! Гндронов'’а ^Предельные циклы Пуанкаре

развития названной ветви теории не^ненных колеба
заметке на русском «/нке^^И8),^а^затем в^заметке,^^ ^'^„„йчнвости
д  1 излагается идея «грубости», заключающаяся в том, что
в реаГных физических системах авто—
достаточно малых изменениях самих ^ „ „ Пяпунову  а именно:

з51ь?атГдиссе°р"т”ншй’'работы Г А. Андронова
ным пунктом для целого ряда исследовании как в нашей стране, та

^^^После окончания аспирантуры А. А. Андронов некоторое время рабо
тал во Всесоюзном электротехническом институте ог-
мался вопросами теоретической радиотехники , а с конца 1^6 .
■  Г Teopl^^ нелинейных колебаний на первых порах развивалась преимущественно
в рамках радиофизической дисциплины.
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деле колебаний Научно-исследователь
ского института физики при МГУ=.
В работе А. А. Андропова о квазипе-
риодических движениях, вы пол пенной
в этот период, содержится доказатель
ство наличия произвольных фаз у ква-
зипериоднческнх движений в случае
общей автоиомпон системы и системы,
периодически изменяющейся во време
ни. В ряде других работ на основе ко
личественных методов Пуанкаре и тео
рии устойчивости Ляпунова была по
строена строгая теория захватывания.
В частности, был решен спорный во
прос о наличии «порога захватыва
ния» (т. е. минимальной амплитуды
внешней силы, достаточной для при
нудительной синхронизации при дей
ствии внешней синусоидальной силы
на автоколебательную систему). При
этом впервые качественная теория
Пуанкаре была применена не к исход

ным уравнениям движения, а к так называемым укороченным урав
нениям, получаемым по методу Ван-дер-Поля. В другой работе по пред
ложению Л. И. Мандельштама и Н. Д. Папалекси была paccMOTpei
новой форме задача о мультивибраторе Абрагама и Блоха —была вве
дена «гипотеза скачка» и дан ряд методических указаний
рассмотрения вырожденных систем, способных совершать разрывные
автоколебания®. Среди других результатов, полученных в эти годы, ука
жем следующие: установление связи между автоколебаниями в системах

многими степенями свободы и рекуррентными движениями Биркго-
фа‘ и доказательство теоремы, имевшей существенное значение для
приложения теории устойчивости Ляпунова к автономным '
поскольку она позволяет сформулировать условия устойчивости
лебательного периодического процесса; первое —в рамках теории нели
нейных колебаний — статистическое рассмотрение динамических систем
(в соавторстве с А. А. Виттом и Л. С. Понтрягиным), в которых, кроме
обычных сил, действуют случайные внешние воздействия, подчиняющие
ся теоретико-вероятностным законам,— с помощью уравнения Эйнштей
на—Фоккера и уравнения, определяющего математическое ожидание
времени перехода, был исследован ряд простейших случаев, представ
ляющих интерес для теории колебаний, в частности случай, когда фазо
вый портрет системы имеет предельный цикл.

В работах этого периода большая роль принадлелсит А. А. Витту.
«Импрессионист», как говорил о нем Л. И. Мандельштам, А. А. Витт
мало интересовался деталями, но обычно сразу видел окончательный
результат и умел до него с необыкновенным оптимизмом добир
Его оптимистический девиз «все плохое сократится, все хорошее оста
нется» помог преодолеть многие трудные выкладки,
концов приводили к простым и физически прозрачным

Академик А. А. Андронов

la в

касающихся

со

системам,
автоко-

аться.

которые в конце
окончательным

2 Работы этого периода были выполнены главным образом
А. А. Виттом.

Эти результаты были развиты в ряде работ других авторов, в частности Н. А. Же-
лезцова, ученика А. А. Андронова, уточнившего математическую модель nocTooeimvio
на основе «хгипотезы скачка» (1951). ^ ^

^ Э

с

то исследование было развито в работах школы Андропова, связанных с раз
работкой общей теории динамических систем (Ю. И. Неймарк, 1972).

соавторстве
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формулам [1, с. 458]. А. А. Витт одним из первых включился в работу
по развитию теории нелинейных колебаний в направлении, предложен
ном Л А Антроповым. Кроме него в этом же направлении стали рабо
тать с' Э XaViKHH, С. М. Рытов, Г. С. Горелик и ряд других представн-

Л. И. Мандельштама, а затем и ученые, не припадлелтавшие
к этой школе. Особенный интерес к методам
А. А. Андроновым, возник после опубликования в 1Уо1 г. раооты
Л 1'1 Мандельштама и Н. Д. Папалексп о резонансе второго рода, иссле*

малого параметра. Открытие резонанса
большого числа работ, посвя-

тслси школы
введенным в теорию

доваппом с помощью метода
второго рода способствовало появлению

рассмотрению конкретных вопросов при помощи ме-
и обоснованию самого метода и

щеииых не только
тода малого параметра, но и развитию
заложспиых в нем B03MOXinocTeii. Как известно, в настоящее ^
метол аостиг весьма значительного уровня развития. С осени^1УсИ г.
Андропов перешел па работу в Горьковский физпко-техническии инсти
тут и вскоре стал профессором Горьковского университета. В 30-е годы
вокруг кафедры теории колебаний ГГУ и одного из отделов
KOToi^e вмглавпл А А. Андронов, начала "Tg'„
школа А А Андронов сумел привлечь к работе в Горьковском Универ
школа. А. привело к возникновению и разви¬
тию некоторых новых научных направлений и значительш повьюило
уровень подготовки студентов. По его
рята лет работали Г. С. Горелик, С. М. Рытов, В. Н. Парыгии, В. Л. i ипз
бург и др^ Это создало исключительно благоприятные условия для раз
вития Горьковской школы нелинейных колебании. г^пячвива-

О научной деятельности А. А. Андронова писали, что она «Развива
лась по ^ределеиному и своеобразному, резко ^ ” д
рокому руслу», что она «выглядит так, как будто она строилась по едп
пому LpLiee составленному плану», что она .-Р дан»
едш^вом стиля и метода» [2, с. 14]. Этот «заранее
есть не что иное как исследовательская программа А. А. Андронова
в течеппГвот уже полувека направляющая деятельность ^орьковско

А. А. Андроповым качественной теории
Пуанкаре II включала в себя следующие требования. 1)
всей со^кушюстп движений при всевозможных про-
2) геометризация этого исследования, перенесение его » f 7,,.,
странство изображение движения системы в виде траектории в Ф
ппостпянстве- 3) исследование превращении, происходящих в Ф^^о®
пространстве’прн изменении параметров системы (при Достижении п р
метра^ бифуркационных значений, служащих границами между ка

Ф ^ ^ ^ ввел новую теоретическую схему, предложив
посредством структуры ̂ разоие-

зависимости этой струк-
классическими

ГИФТИ,

ситете своих

школы.

ствеиио
опи-

Андронов по существу
сывать движения дннамическон системы

фазового пространства на траектории и
TvDbi пазбненпя от параметров системы. (Сравним с
cxLaMii: по схеме Ньютона движения динамической
ются как изменения координат и скоростей в Евклидовом простра
согласно схеме Лагранжа, движения динамической °™™оац” й )
как изменения обобщенных коордиЯат в пространстве “ифД^Р^паз-
Такая формулировка задачи складывалась постепенно, в  Р
вития качественной теории диффереицияльиых уравиешш внутри теории

иия ее
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нелинейных колебаний. Отвлекаясь
ности публикации результатов этого развития,
осн^ных направления разработки качественной*

Первое — уточнение

от хронологической последователь-
можно выделить три

теории,
и дальнейшая разработка фундаментальных

Пуанкаре (характеристика, полухарактернстика, особая
построение на их основе фундаментальных понятий

рпи нелинейных колебаний (траектория, полутраектория,
■ ^'^«опременно происходило уточнение формулировки

1СЯП^ П исследования дифференциальных уравнений. Пуан
каре, впервые поставивший эту задачу в 1885 г ^
строение кри

нятии

тео-
состояние рав-

определнл ее как «по-
вых, определяемых дифференциальными

^ исследование поведения и форм отдельных
первого порядка, их соотношений между

ние важнейшей задачей является не установле-

уравнениями»
характеристик

ПуанкапД я отдельной траектории («характертетпкп» по
топии R^тт^пn^д р свойств разбиения фазовой плоскости на траек-
тории в целом . Было установлено (Е. А. Леонтович, А. Г. Майер 1937)

о поведение динамической системы второго порядка полиостыо^опреде-
дельных нТклоТигГ™*" траекторий: состояний равновесия,^пре-

„я '=^?"‘Р^трисных кривых седловых состояний равновесия.
стемь?П Г ’'РУбой Динамической си-
стемы (А. А. Андронов, Л. С. Понтрягин, 1937). Введение этого понятия
от ?ст~"когГ^п“^ дифференциальных уравнений позволило перейти
СТРУКТУРЫ вопросов качественного исследования

руктуры разбиения фазовой плоскости системы на траектории к псспе-
дованию того, как меняется эта структура ири изменении faS системы
Был выделен класс грубых динамических систем, характ“п°1зующшхся
у оичмостыо структуры разбиения соответствующих им фазовых то
аГь™ отношению к малым изменениям диффереш п-
альных уравнении, описывающих поведение динамических систем ли
laMKHv^ возможные у грубых систем состояв рав^ювеш^^
амкнутые траектории и поведение сепаратрис седел. Понятие грубой

системы оказало заметное влияние на мировую науку ^стимулируя многочисленные исследования.
теории бифуркаций динамических систем второго

бя^ tn "^всти математического аппарата теории нелинейных коте-
за введением понятия грубой системы Теория би

Пузыре а892Т^где°оГп'‘‘''’ ° методах небесной механики»(1оУ2), где он рассмотрел зависимость состояния р авновесия
параметра в связи с теорией равновесия в] а

^нач^ни. Пуанкаре ввел понятие «б^фуркацпошХо
понятия «точки бифуркации», «смены устойчивостей» Эти
оказались KaifnoSa!n%^''f°A астрономами-теоретикамп,показал А. А . Андронов, весьма плодотворными в трпппт
теория б“фуркациГ" это ж" Андроновым и'его школой
Теория бифу^ГйТУп бифуркации неконсерватнвных систем,
автоколебательных Андроновым на случай
построена теоойя^мяг1о ^ линейным консервативным. Была
R ЮЧЯ «мягкого» и «жесткого» возбуждения колебаний

тмст фазовой плоскости на траектории. Были введены
кар-

попя-
нпм негрубости и классификация негрубых систем

1егрубости
по степе-

. Качественная теория дифференциальных

по¬

уравнений

повым^ грубости динамических систем была положена  А А Анппп
строить которую оГие^ успел” но^котГ” Дисциплины-дшгамики маши.,, So-как частныйобщей теории^^дипамиНеских систем рассматриваться случай
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вместе с теорией бифуркаций превратилась в эффективный метод
давания динамических систем второго порядка.

С 1944 г. А. А. Андропов возглавил разработку метода точечных ото*
боажеиий как метода исследования многомерных динамических систем^.
Этот метод возш.кшпй в работах Пуанкаре в связи с его качественной
теорией дифференциальных уравнений как один из способов нсследова-
ПИЯ Фазовой плоскости, был применен Андроновым еще в 1927 г. в дис
сертационной работе, где он рассмотрел простейшие модели маятнико-
Bbfx часов II автоколебания лампового генератора  с г-характеристикои
зависимости анодного тока от напряжения на сетке.  В этих задачах рас^
смотрение сводилось к исследованию точечного преобразования прямой

иряГю Эти и другие результаты применения метода, полученные
Андроновым и его учениками, были описаны в монографии Андронова,
Витта и Хайкииа (1937). Следующий этап развития метода точечных
преобразований" связан с исследованием динамических систем Р^мер^
пости ^больше двух, с которыми Андронов и его школа столкнулись при
„ости больше дв>х. с автоматического регулирование

Отделения физико-математических наук АН- осно-

иссле-

в

решении нелинейных
1П -млптя 1944 г. на сессии
СССР А А Андронов изложил в своем докладе общетеоретические
СССР А. отображений и первые результаты, полученные с его

Он выделил класс нелинейных задач, которые могут быть ра
которых этот метод мог

вы метода
помощью
смотрены как кусочио-линеиные и при решении _
оказаться эффективным. Метод припасовывания, служившпн

периодических решений кусочно-линейных систем, ,
методом секущей поверхности Пуанкаре и обрел

- точечных преобразований и методе неподвижной toikh у

Вов^еКГв pSoTptmie неустойчивых седловых
чек и сепаратрисиых поверхностей расширило возможности гло^
ппго исследования. В этот период Андроповым и его .
(А Г. Майер, Н. И. Баутин, Г. С. Горелик) были ^^hhh
нрппнейных задач теории автоматического регулирования. 1) о ^л»^

rfsSJr—
?ео1)П1о'устойчивости Ляпунова. Возникла необходимость доказать

еШЩШШШШЩ
СсГо""ениГан^итиче?кого выражения точечного отображения
В явном или параметрическом виде^ птобпажений было продол-

жедо'в'щ^

■  Сзможных в них движений. Метод тоиечнь^х
образовала фундамент мате

скания

в теории
каре —

вость
к

являются
роды и эффективным
Динамических систем, всех

перерос в теорию, котораяотображении

лемехаиика, 1974, Лс I-

5 ВМЕТ. № 'I
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матического аппарата общей теории динамических
на основе теории нелинейных колебаний
рии динамических систем Биркгофа.

На основе
полученных результатов в школе А

систем, построенной
и являющейся развитием тео-

. А. Андронова
лись новые направления исследований: с 1948 г.-разработка динамики
неголономных систем (завершено в 1962)* с 1961 г
массового обслуживания (построение ’ческих

сложи-

— изучение систем-
и исследование новых матомати-

отысканне оптимальных стратегий управления) ■
математизация процессов медицинской диагностики (пеипю-

щие правила диагностики и прогнозирования, алгоритмизация ^
больного, автоматическая обработка
с 1964 г.

модел’еи.
с 1962 г.—

ведения
медико-оиологичсских да1п?ыу) ●

поиск решения и автоматные модели процессов опт.пт пз п и
управления (автоматная оптимизация с независимьпш автоматам

детерминированными и стохастическими, с расспнхоонизапие.?
ные и эволюционные модели; игры автоматов aBT3 rcpere VninBV'r
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