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великого чешского мысли-
В октябре 1981 г. исполнилось 200 лет со дня рождения

Эта памятная в истории человеческой культуры датстеля и ученого Больцано
чается во многих странах мира пк--

Берпард-полностью Бернард Плацид Иоганн Иепомук - Больцано
тября 1781 г. в Праге. Его отец, выходец из северной Италии, с детства ч - „„д„ее
Для него эта страна стала отечеством, вырос он чешским патриотом ° ' ц
.шсал Б. Больцшш в своей автобиографии [2]. Отец Больцано.^ Лила'“
предметами иосусства, был глубоко гум.шиым человеком высокой - мечтала
тропом. Л'1ать происходила также из средисбуржуазиой среды. i подитслей
стать монахиней и отказалась от этого замысла только по настоянию своих родителей,

них она была чуткой и заботливой
Из д идеалы стремлениявенадцати ее детей выжили немногие, и для
восшпатслышцей. В семье Больцано детям с малых лет внушались „тожи-

сочеташш с религиозностью, что наложи
чрезвычайно одаренного

1791_-1796 гг. в прн-
осиовывалось примерно

гимназии Боль¬

но всеобщс.му благу, альтруизма, прямоты в
ло свою печать на духовное формирование впечатлительного и

образование дома, он обучался
гимназии, где воспитание

какие прививали ему родители. Б год окончания пснован-
старииного Карлова уииверсшста. основан

^  , почти четыре
на немецкий,

в
мальчика. Получив начальное
падлежавшей монашескому ордену
на тех же принципах,
цано поступил иа философск]п'1 факультет

1348 г. Незадолго перед том преподавание в университете
было полностью переведено

Больцано СБОИ труды и чи-
чсшский

Кого в Праге в
с половиной века проводившееся: иа латыни

и поэтому именно на немецком языке писал впоследствии на два:
тал своп курсы (только в 1882 г. Карлов ушгасрситет был разделев

' ""Г упив^рентете Больцано усср.тио изучал класшжов „еодио-
матику — ПОСЛСДЕНОЮ ис столько по лекциям местных д. Г. Кест-

Юсноваквям математики» геттингенского профессор ^

энциклопедическое руководство^ автор ко

торогс был выдающимся педагогом, имелось в новейшем ^ запятЕШ, отец
Когда в 1800 г. Больцано с отличием завервшл „очтительно. но

предложил сыну принять участие в его деле. Это предлож. ^  _ матери.
1801 г. Больцано поступЕ.л, отчасти под ' ,е„ие

занятий математикой, он углубился
отнюдь ис орто

иаилучшая, по

и мате-

кратио издававшимся
пера, бывшего, среди прочего, почстееым
ней библиотеке Больцано это многотомное

членом Петербургской

иа

твердо отклонено, и в
богословский факультет. Не оставляя

проблем. Воззрения у пего складывались
по себе , а кактеологических и этических

локсальные. Католицизм имел для пего значение не сам
личной и общественной Ефазствепности.

1805 г. богословского факультета перед
(годом ранее он опубликовал
учреждешЕую в Праге, как и в

сго мнению, основа
После окончания в

Больцано

з анять свободную кафедру математнктЕ
математический труд) или же толыю что

: выбор:
свой первый
других горо-

встал

материалы доклада^
21 декабря 1948 г. гв> При написании данной статьи были частично использованы

сделанного автором в Московском математическом обществе
связи со столетием со дня кончины Больцано [1, с. 1/oj.
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дах австрийской империи, кафедру «науки о религии». Если бы первая части «Фауста»
Гете вышла уже из печати (что произошло три года спустя), Больцано мог бы сказать
о себе слова.ми героя этой трагедии:

Но две души живут во мне,
И обе не в ладах друг с другом

Как ученого, его влекла к себе математика, но своим высшим долгом он считал
нравственное воспитание людей на принятой им религиозной основе и принял назна
чение профессором «науки о религии». В связи с этим он обязан был принять сан свя
щенника, хотя, как он признавался сам, этому противилась вся его «чувстветшая при
рода». В 1805 г. Больцано пр)1ступил к чтению лекций и воскресных проповедей, уде
ляя. впрочем, часы досуга математике. Сделанный Больцано выбор вскоре повлек за
собой драматические для его жизни последствия, обусловленные политической обста
новкой в Австрии тех лет.

Чехия к тому времени уже почти три столетня входила в состав многонацпопаль-
нон Австрийской империи Габсбургов и называлась на немецюн! лад Богемией (Сло
вакия являлась тогда частью Венгрии , также управляемой Габсбургами). Для упрочне
ния империи, впоследствии справедливо прозванной «лоскутно11 монархией», венское
правительство неизмешю подавляло любые проявления национальной самостоятельно
сти чешского парода и проводило германизацию культурной жнзин. Во второй поло-
Енне XVIII в., в эпоху «просвещенного абсолютизма», императоры Позеф И и Лео
польд II пошли на некоторые уступки духу времени, допустили в известных границах
распространение просветительских идей. Проявляя некоторую терпимость, они ослаби
ли влияние наиболее реакционных кругов католического духовенства. В 80-е годы
Чехии и Словакии было от.меисно крепостное право.

Вступивший па престол в 1792 г. Франц II, иасторожеипый событиями Француз
ской буржуазной революции 1789—1794 гг. и вызванным сю почти повсеместно в Евро
пе подъемом национально-освободительного н 31:тимоиархического движения

в

стал про
водить все усиливающуюся реакционную политику. Кафедры «науки о религии» (Rcli-
gionswissenschaft) и были признаны внушать учащимся религиозно-вериоподдаинче-
ские чувства. Больцано, подчинявшийся только велениям собствешюй совести,
лекциях и проповедях, изданных затем пол названнем «Нравоучительные речи» [4],
рационалистически истолковывал церковные догматы, говорил о желательности луч
шего правопорядка, отвечающего интересам общества. Больцано говорил.

в свон.ч

что наступит
пора, когда исчезнут мпогочнеленные иерархические различия и отношения между людь
ми будут строиться на основе равенства и братства, когда будут введены более совер
шенные конституции II невозможными окажутся распространенные в его время
употребления. Он выражал твердую уверенность в том, что шаги вспять являются в
общественной жизни только

зло-

временным явлением н что в конце концов прогресс во
сторжествует. Более того, он призывал слушателей  н читателей бороться за свободу
и другие человеческие права, не жалея для этого сил н жертвуя, если требуется, споим
положением, имуществом и даже жизнью. Его устные  и печатные выступления ветре

но шличали горячее сочувствие п благодарный отклик в широких кругах населения,
вразрез с намерениями австрийских властей.

Жалобы и доносы иезуитов венскому правительству и Ватикану не замедлили
следовать. Папский нунцнй коротко характеризовал богословские взгляды Больц

по-
ано

как пагубные, а общественные как либеральные н антимонархические. Имея поддерж
ку некоторых влиятельных и высокопоставленных пражских деятелен, Больцано
сколько лет сохранял за собой университетскую кафедру, соглашаясь лишь
щественные формальные изменения в изложении своих идей. Между тем
ской среде ведущих крупных европейских стран крепли передовые демократические
настроения, происходили волнения; в 1819 г. студент К. Запд убил реакционного
мецкого писателя А. Коцебу. По предложению австрийского министра
дел и фактического премьера К. Меттерниха было решено удалить
поофессоров и студентов, придерживающихся демократического

пе¬
на песу-

в студенче-

пс-
пиостраппых

из университетов
направления, ввести

2 Перевод Б. Л. Пастернака.
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создать специальную ко-
наблюдеиия за оппозиционно на-

строгую цензуру и
MHCCiliO для

строенной интеллигенцией. Против Больцано,
1815 г. избранного членом Королевского науч-

общества Богемии, а в 1818 г. деканом
было возбуждено

в

иого
философского факультета
следствие. 24 декабря 1819 г. он был отстра
нен от преподавания, а затем исключен из уни
верситета с запретом публично выступать
состоять на государственной службе; вместе с

был установлен полицейский

и

тем над ним
надзор.

но сильный духом,
эти удары. He сло-

Слабый здоровьем.
Больцано стойко псренссил

затянувшийся на пять лет церков-
тол-

мил его II

иый процесс по обвинению в еретическо.м
ковании им католического вероучения. .Боль¬

цано категорически отказался признать какие-
либо свои «заблуждения», и в конце концов,

сочувство-
в Праге,

опять-таки не без вмешательства
вавших ему высоких покровителей
процесс был прекращен. Однако к универси
тетской работе Больцано никогда уже не был допущен

несколько лет у одного из

Б

. П

практической жизни

ернард Больцано

лохо приспособленный к
друзей в деревушке под

й Гофманов на юго-востоке
ухаживала за ним, как пре-

1842 г. Больцанов

, он прожил
Прагой, а затем почти двадцать лет в нмешш своих друзей
Чехии, лишь изредка наведываясь в Прагу. Анна Гоф -- '
данная сестра, с нею делился он и своими идеями. После ее смерти
посели.чся в Праге у своего брата, продолжавшего дело отца. ,, п„тера-

Все эти годы Больцано продолжал чрезвычайно ..птс.спвпую
Дур„у,о деячельиосчь. Если за ,804-18,7
ДОВ и один том «Нравоучительных речей», то к 1831 г. он зчер
«о лучшем государстве»-социалпст]1ческую утопшо, которую
в течет,е пятиадцатп лет .соторая по своим политическим ж,,з_
свет толь,<о в 1932 г. [5], иод.отовил четырехтомиое .Наукозна,, с» и Данное ир,,ж^
цешю, ио аионимио [6], и несколько рукописен. « арадоксы ^  ̂ вскоре после
иаииые его другом Ф. Иржигоиским в не вполке завершен,. редакц скоре^^^^^^^
ого с>,срт„ [71; иоразительиое ио .з'^к.-е теор...,

„езаковчеииым „ увидевшее свет » далеко

май

я.\», оставшееся

I

I

I

действительных чисел, иапечатаииое еше позднее, в^
оставленные Больцано в виде рукописен.

Прагу Больцано распространил
языкознание п др. Он посещал Королевское

докладами. Теперь вокруг пего возник кр>

-  другие обнс все труды
По возвращении в

свои интересы и на

■ласти знания — эстетику,
ство Боге

-
научное обше-

.мии и иногда выступал в нем с

буржуазно-демократических революции
короля Лук-Филип-

был

вжок сдииомышлеипиков.
1848 год —годМежду те.м наступил

Западиш", „ Централь,юй Европе. В феврале парод "двстиию Меттер,,„-т
„а. В марте революция распространилась на Германшо ,  Австр™. м
отстраиси а в конце .ода отрекся от трока Двстрцйскои

Фракца II. Революционная волца прокатилась тогда но всей Р^
Июнь был отмочен народным,, восстаниями в Праге. Больца, ^

участия в политических событиях этого года. Насильственные „деа-
его натуре, а цели буржуазио-демократическои РР"“'”“'"' ' 1,,03„.", насчет воз.мсж-
лам его социалистичоскш! утопии. Кроме того, о„ ие ‘ ” Буржу-
иости успеха Пражсшго восстания, быстро """Р”'' правительствам
аз„о-демократ.,чоская революция всюду потерпела пораженце, хотя ир
и пришлось пойти на некоторые коиституциоиные уступки. Вер„ув,„псь

7,сто 1848 г. Больцано, ио „астояиию друзей, '„вшостве

на¬

следник
империи

в
i

продолжал неутомимо трудиться'чешскую столицу, он
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с докладом о своих «Парадоксах Оесконеч!юго». Через
1848 г., Бернард Больцано

Мы отнесли
цано. В самом

скончался в возрасте 67 лет.

выше слова гетевского Фауста о его душ

несколько дней, 18 декабря

евной раздвоенности к Боль-
деле, ^[aтeмaтнкa далека как от философии "

ского социализма, и совмещать занятия всем этим гигантски
нообразиых проблем с полным успехом было не под силу
трудолюбивому человеку, как Больцано. Вместе
было присуще некое

религии, так и от утопнче-
м комплексом столь раз-

даже столь одарстюму и
с тем творчеству Больцано в целом

все оно прониза
методологическое единство:

но идеей развития
мышления, и применения критико-.тоги-

умственион деяте.чьности. Эта идея прослежива*

логики, понимаемой как форма человеческого
ческого метода в различных областях '
ется во всем на>т1иом наследии Больцано [10]
да «Наукозпание. Опыт обстоятельного
и особенно в

в  конструкции его четырехтомиого тру-
и по большей части нового изложения логики» ®

его подходе к актуальным задачам математики. Ои
- первичных принципов, точно определенных

строить безупречные дедуктивные
философа с его предшественниками
сказать, что, подобно Ле11бницу,
oil в

всегда стремился
понятий и на этой ^

системы. Подробное сопоставление Больцано
в рамках данной статьи невозможно. Нсоб.хо-

с которым его роднило многое, п Гегелю
целом̂  был далек, Больцано был объективным идеалистом. Тем

заметить общие черты в методологическом подходе ко многим
идеалиста Больцано

исходить из ясных
осно¬ве

как
.1НМ0

от которого
нс менее можно

вопросам объективного
II материалиста Спинозы: Спиноза стппп л ■агш.мг

метрии, modo geometrico, Больцано ставил себе целью построить свою систему "L'lio
‘^O'-ИКИ modo logico. «Наукозианис» начинается с изложения

варительных понятии логики и завершается обоснованием
«истин в себе», среди которых важнейшее моего занимает

гео

прсд

-

-
пескольких непреложных

высший принцип ипавствоп-
от каждого постоянного содействия общему благу> и стремления к

пости, требующий
движению вперед.

Хотя
Больцано,

логика занимала, таким образом, центральное место в спстс.мо
саму науку логики ои обогатил лишь отдельными новыми

щими видеть в пем одного из предшественников современной
ак, .он предпринял попытку аксиоматического

вариации представлений»

воззрений
идеями, позволяю-

математичсской
построения логики, а в своем «методе

по существу пользовался понятием, которому Б. Рассст
пропозициональной функции, т. е. ппетлежеинп

терминами [11, с. 144—149]. Неизмеримо более значительны бы
цапо по математике, и главным образом по основаниям

Выше было

логики.

свонл наименование при-
с псрсмеппыми

—ЛИ исследования Боль-
математпческого анализа,

сказано, что на формирование Больцано как математика значительноевлияние оказало прежде всего
нем он нашел выводы или руководство Кестнера Юс.юааш.я математик,,». „Оо в

ПО меньшей мере попытки вывода MirnruY

требующих доказательства. Позднее
ных в 1810 г. «Замечаниях о более обоснованном о-^днее

ка-
в издаи-

изложепии математикицано указал, что математика уже
мых его занятий,
более и отметил, что обнаруживал

различных недостатков

» [12] Боль-
в течение пятнадцати лет является одним из люби-

° рассуждениях Кестнера все более и
которые он пытается устранить. Пр]
■' его «преимущественно в ее I этом ои подчерки-

умозрителыюй части

, :
что эта наука привлекает

ветвь философии
вал,

, как
мышлении» [12, с. XI] В со-

усматрнвал много дефектов и ппобегтор-
основаниях дифференциального исчисления, понятиях пинии

теории параллельных " - - ‘снятиях линии, площади н

и средство упражнения в правильном

в уче-
временной ему математике Больцано
НИИ о числе,
объема.

Первой печаткой работо,", Больцано по мaтc^,aтшce шштси «Раам,,.,
которых предметак элементарной геометрнп. [13]. Это сопи , ,е бол её
™Гт™ -"Р’-Р Указаш,ом
У очнить понятие «между»

и

,— обстоятельство,
от 1832 г. Теория подобия

о не¬
нтересно по

па необходимость
отмечешюе затем в одном

иенностп. а об открыт,,,.
по-видимому, никогда не узиал [14]. ииачсвским и Я. Бояи

В 1816

письме Га

—1817 гг. Больцано
дробнее остановимся выпустил в свет три математических

на одном из

усса

ои.

- них, содержащем фундаментальные
труда. Мы по-
открытия. Это

с науковедением на-
которого служит совершенно другой круг вопросов.
умеется, не следует смешивать^ «Наукозпание» Больцано,

шего времени, главны.м иредмето'м
120

раз



трудах Королевского общества наук Богемии за 1817 г. «Чисто
доказательство теоремы, что между двумя любыми значениями, дающи-

лежнт по меньшей мерс один действительныйзнака.

опубликованное в
аналитическое
ми результаты противоположного
Kopciib уравнения» [15, Ш].

После разработки Hыoтoнo^^ и Лейбницем начал ;шфференц11алышго и интеграль
ного нечнеленпя эта область математики получила в XVIII в. мощное развитие в раз-

мат ематическон физике, а
личных направлениях и важные применения в механике и
также во многих разделах самой математики. На рубеже XVIII и XIX вв. дальнеиши

мате.матнческого анализа, а потому и его приложении задерживала нсдоста-
"й. Важнейшие по!1ятия анализа зародились

многие свойства и теоремы являлись аиало-
объектон. Од-

прогросс
точная разработанность его осиоваиии.

матс.матическом естествозиашш

¬

метрии и
гамп кажущихся очсвидиьпш свойств геометрических или
иако подобная чисто интуитивная основа оказалась совершенно возоаста-

й на более

высокой ступени развития анализа. Об этом, в частности.
пользование примитивными интуитивными прсдставле

в гео

ющее число случаев , в которых
явным логическим иротиворсчиям. в тече.н.е XVIII ^

все более автономной науки. В порядок
притом чисто арифметической

многом подготовили

1ШЯМИ приводило к
ЛИЗ бесконечно малых приобретал характер
дия ставилась задача его построения на более строгой

Эйлер Даламбер, Лагранж и многие другие ученые во
ПОЧВУ для реформы анализа, но решающие преобразования ..
первой четверти XIX в. Гауссом в Германии и несколькими
по незав.юимо друг от друга. Больцано в Праге и Коши в Париже.

Теорема, о которой идет речь в данном труде,
рышгых функций одной переменной, которым мптематик11 но. доказывали мио-

вначаты были только
годамЕЕ поздЕЕее, совершсЕг-

важное своейство нспре-
ЕЕздавна (вчаст-

иостп, для приближенного вычисления KOpiicii уравиешш одной он отнес
1не авторы. Их рассуждения Больцано разделил на две группы. К одно
доводы, опирающиеся на то наглядное обстоятельство, сто
ная линия, каждой абсциссе которой .. од„„ раз пересекает

плос-всякая непрерывная
ордината и ордЕЕнаты

которой на концах отрезка имеют разные знаки, по  Р Доказательства другой
ось абсцисс в какой-либо промежуточной точке этого двпжу-
группы носят механический характер; в них исх конец его опередило, то
щееся по прямой тело было сначала позади другого,  а пред-
первос должно в какой-то мо.мент пройти мимо ®^°Р° _  д,- средство доказа-
ложений, как пояснений, Больцано принципиально отвергает .  Р
тельств. О первом рассуждении он писал. теоосмы возражать

чпрогяз еерносги. а также сееиО.осги жгоЗа
нечего. Но столь же очевидно также, что^юир ■ ■ ■ арифметики, алгебры
является, когда истины чистой (или общей) ^матем „ппнадтежат только приклад-
или а!1ализа) желают вывести из соображении, »^о™Р  Р очевидно, что под-
иой (или спецпальЕюй) ее части, а именно геометр ... '  истины, которая верна
лшшо научным доказательством или объективным „ст, не может
для всех величин, безразлично, находятся ли они ^ пространстве. Если
быть истина, которая верна только для велич , _ подобное геометра-
придерживаться этого взгляда, то станет, напзоро  , настоящем составляет на
чес/сое доказательство как в большинстве случае ,  х .j^i^cTBe, к которому
стоящий (замкнутый—/!. Ю.) круг». НесЕшлько ^ две'ЖСния». он добавлял:
по словам Больцано, «примешиваются понятия времеЕЕИ и дв.-жения
«Никто, по-видимому, не стзЕЕет отрицать, что

общей математике, как и понятие

. ц

ОСЕЕОВС.

поиятЕЕС времени, а тем
пространств

столь же чужеродно

I

более движения
. 6-9:

а» [15, с

16, с. 4—7].
В прпвсдешЕЫх отрывках было, таким образом,

тодологическое первсЕЕСТво поееятий и доказате.шств °  запметвован-

зглашено ме-
ЧЕ1СЛ0В0ЕЕ

В
коиечЕЕОм счете

^Eaтeмaт.Eки по отношснеею к еентуеетнвееым понятиям и  (о цe^E см.
гесметриЕЕ ил., паук о природе. Так. понятеес лиешн.Е1ЫМ из

далее) мстодологнчесЕШ предшествует идее ее о оэззитпя анализа в XVTH в.
Эта ]<01[цспцня, как уже сказаЕЮ. была ^ точько Больцзето первый
и затем поздешми трудами ЛаграЕЕжа и рапнимп ^у -  > \,т,1за Это сше не
сформулировал ее как ведущую в преобразовании основании зешлеезс.

в

общем вЕЕде прово
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была завершенная «арнфметнзацня анализа», как позднее
программная декларация необходимости арифметизащш,
всего XIX в. Как осуществлять эту программу, Больца{(о по

выразился Ф. Клс1П!,
продолжавшейся в тече

но
ние

казал па примере теоремы
промежуточных значениях непрерывной функции (из теоремы, доказываемой Боть-

цано, непосредственно следует, что непрерывная функция, имеющая значения а и' Ь.
пришгмает по крайней мере один раз любое значение

о

промежуточное межде а и 0)
Формулировка, а затем доказательство теоремы требовали четкого аналитического

определения понятия непрерывной функции. Во второй половине XVIII и начале XIX в.
этот термин нередко употребляли в другом смысле, чем
прерывности функции или кривой в нашем смысле математики de faefo по;
псодиократпо, В первую очередь недоставало точного

теперь, но, конечно, идеей нс-
1ьзовались

аналитического определения не
прерывности, без которого немыслимо строго логическое изучение каких бы то ни бьпо
свойств непрерывных функций. Больцано сформулировал такое определение счетчю-
ишм образом: «Под выражщщем. что функция f(x)* изменяется по закону непрершв-
поста для всех значений х. которые лежат внутри или вне известных границ понишгют
лишь то. что когда х есть какое-нибудь такое значение, то разность 1(х + ь))~}(х-) ио-
жет быть сделана меньше, чем любая заданная величина, если можно принять (о его г.
/'олш/, сколько мы хотим, или пусть будет (согласно обозначениям, введенным нами
в § 14 Биномиальной теоремы н т. д. Прага, 1816) f{x-^b^)=f{x)-\-Q» [15 с 11—12
16. с. 7—8] 5. > ● .

Говоря о величине со и разности /(дг+ш)— Больцано, конечно, имел в виду
соответствующие абсолютные значения, что а те времена особо нс оговаривалось
никак не обозначалось,—общепринятый теперь знак абсолютного значения в виде двух
вертикальных черточек был введен только в 1841 г. Вейерщтрассом.

Доказательство основной

II

теоремы Больцано опирается па два предложени я став
шие основоположными в анализе. Мы приведем
нологии, которой у Больцано нс было. В

их для простоты в современной терми-
первом утверждается, что бесконечная чис¬

ловая последовательность щ, и^, . . . , Un,
то.м, и только в том случае, если для всякого

... и меет определенный конечный предел в
сколь угодно малого пov^oжитcлыюгo

числа е существует такое натуральное число N. что для всех n>.N и любых
пых р выполняется неравенство

натураль-
I <8 [15, с. 35; 16 , с. 21]. Второе щщдло-

жение гласит: всякое бесконечное ограниченное множество действительных чисел имеет
точную верхнюю грань [15, с. 41; 16, с. 25]. При этом

^n-f р—и

выводе (содержащем,в своем
применил так иазывае-впрочем, один пробел, который он заметил позднее). Больцано

мый (теперь) метод вложенных I

К этим результатам следует добавить
отрезков, получивший затем широкое примспсино.

важную теорему о непрерывности суперпозиции
двух непрерывных функции, содержащуюся в работе Больцано, вышедшей в один год
с толычо что рассмотренной: «Решение трех задач — спря.млеиня, квадратуры и куба
туры оез рассмотрения бесконечно малого, без постулатов Архимеда и без какого-либо

[18, с. 3, 4]. Обозначаяие строго доказу’емого предположения.,
ф

.»
две непрерывныеункции F{y) и у=1{х), можно записать эту теорему формулой

Игл/^ [/(д;) ] =/● [lim/(X) ] = f [/(а) ].х-*а х-»а

Если бы все указанные открытия Больцано получили широкую известность вскоре
после их публикации, прогресс математического анализа в различных паправлеинпх Гжл
бы сущесгвенно ускорен. Но Больцано как математику была суждсиа только
пая слава. В Чехии не было тогда ученых, способны;- --
арпфметизации

посмерт-
X продолжить начатое им дело

анализа, а в других странах его сочинения остались'довольно долго
^  ными, не считая, кажется, одного исключения. Именно, в 1821 г Н И Лоба-

"тГ'кмпиГ " Петербурге новые книги для библиотеки Казанского' универси¬
тета, купил экземпляр «Чисто аналитического доказательства...» [19. с 20 1161 Нет
сомнении в том. что Лобачевский прочитал эту книгу. Много поз^е он ’
рему об обращении в нуль целого алгебраического

включил тсо-
коицахмногочлена, имеющего на

■* Больцано писал еще, как было принято

^ В работе о биномиальной
в то время, не заключая аргумент х в

мялых йРпмиии г.„., .. й теореме [17] Больцано для обозначения сколь уролно

скобки.
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противоположные зпапп, в своп курс алгебры, -Д-шьш в >834 г. [20, с. 233]
метод вложенных отрезков. Но Лобачевскому .

только для приближенного вычисления
й новой системы мате-

отрезка

частный случай теоремы Больцано, была нужна ^ „
действительных корней алгебраических уравиенпн. Разраооткон

магического анализа он „пределепис непрерывной функции,
" сходимости последо-

Коши 1814 г.

выводе он использовал

„ыеказашюе в нес.»льГ д'Гугпх словах, и

иатслыюсти предложил Коши. Об этом позднее; [21])  и неопубли-
„нтегрироваиия (издаииыи, Полит хннчеекой школе
—

анализа, изданном в 1821 г. L^^J. '
благодаря этому pyi'O

называют чаще

по теории
кованные
с 1816 г.®. Эти и другие
опубликовал в курсе алгебраического

математический оби.\.од они
Коши. Теперь обши11 признак с.ходимости

Больцано — Коши,
заслуги Коши в

важно!! теоремы о верхней грани. Первое ^--^'^^^ески'Гргаов. где он
1870 г. в статье Г. Кантора по теории трпгоио. р 33^^,^ ,,то это доказатель-
одио доказательство, сообщенное сщ ‘пецаюшуюся и доказаЕшую в Евеопубли-
ство опирается па следуюшуво тсорем>, часто ‘ (а.  ■ ■ Ь) вместе с его коица-
ковапных лекшЕЯХ Венсрштрасса: «ЗаданЕвая в ^ достигает максимума !■{
МЕЕ ЕЕспрервзШВЕая ФУ'ЕНЦВЕЯ ф(у) рД рре для одного зЕЕЗчения пере-

значсЕввЕЙ. Е.ОТОРЫС оЕва 7-;; 7''”’7^^2^^в;р;зультате теорема Больцано о верхней
менЕЕОй Хо, так что ф(ло)— [2>э. ● J- Р трасса в курсах которого

сперва ЕЕЗвсстиость как теорема ВеЕ(ер р ■ „ет сомеес-
ссиош.ых средстп аналитн-

1870 г. ПОЗИЗЕШМИЛСЯ с «4ИС
;„м образом, через

пазоаботку основаннЕЕ анализа.
”  " Вейерштрасса, Каг.торувыхода в свет

ЭТОГО труда Больцано.
прЕЕЗнать прЕЕНШ'Пиал-МИеНЕЕСМ,

ВОШЛЕЕ ЕЕМСЕЕЕЮ
последоЕ^ательностЕ!чем Больцано, еео в

ВОДСТВ}
всего крЕЕТсрием

Как НЕЕ ВСЛ-ЧКЕЕ

было
обЕЕОвлении осЕвовапий анализа, у

печатЕЕ встречается
, используя

в

Oita

грани получила
дсЕЕстЕЯЕтелыЕо стзла одним из
HHii о том, что ВейсрЕнтрасс несколько ранее

Больцано, которое та 1%

Ческим доказательством»
ОЕсазало существенное влияние .на

- шЕСьмо Шварца, бывшего слушателя
котором дана чрезвычайно высокая оценка
„псал: «Мне представляется, что ,

Об этом свидетельствует
от 1 апреля 1870 г., в
Сред

ль-

с тем
Больцавш ЕЕ Вейерштрасса... Как и ты,

своих лекшЕЯх г. Вейерштрасс что мног
В разви.Е, отправляясь от пр

Больцапо-Вейерштрасоовсхом способе вывода»

исс
в

назв
выводов, которые

и прочего Шварц
иую важность и^^cц -
которое поддерживает
удались бы без тех -
Тут же Шварц говорил о «
Впоследствии тсоре.ма во

неледования
БольиаЕЕО»-

с. 228] ^[24,
ание

начинает приоб-
теоремы

принятое теперь
XIX в. имя Больцаноерхней грани получила

Вообще в 70-е годы -
математиков.Больцано — Вейерштрасса

ретать все более широкую известность > ^,.,_.ьства

--==“тг::-б1:"':;=«дп.ыл^
общей тсорш! деЕЙствителыЕЫ.х чисел,

относится к различным доказательства?
XIX в) Недавно выяснилось, что

своеобразную теорию „српоподготовленной npi - 1̂  ^
дробности которой -
19 26]. Однако ул<е

депствптель..ого
„ышлсппя Больцано. Каж=

отмеченный "Рини "и
1858 г. Дедскинд.

рассматриваемом труде Боль-
й ПОЛНОТЫ таки.ч а

время не
многих дрУ'

заметил

в

ее в ТОцаио содержали
зато.тьств является наличие

но
Коши им

сам
чисел, которую

1830—

существовало (сказанное
й половины

Больцано

гих ученых первой
обстоятельство и построил ^ „„..„„пги

изложил в оставшейся „езахш.че.шои рукописи
Эта теория (близкая к теории Кантора), в

●  ‘ , по может быть уточнена
без развитой теории

в
это входитьмы

по само осо-
числа1834

ио будем. содерЖЕЕТ пробелы

:г=;ГобГ=.~« —
Гл'ь,::;й“;си: :™аГ:;“те а.,ал„за в„овь заметил только в

гг

еще

’"‘““Гозможно*чт°о'ве“ерштрасс прочитал .Чисто аналитическое доказ
1865 г. [см. 25, с. 95, 96].

в

раньше, до

ательство»
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а затем п другие математики (Мерз, Кантор, Веиерштрасс)
предложившие, как и Дедекиид, свои решения вопроса.

Упомянутое «Решение трех задач» [18] гораздо менее богато положительным
держанием, чем «Чисто аналитическое доказательство», но и в нем имеются

независимо друг от др

интерес

уга

со-
иые

идеи, определяемые общей концепцией автора. Больцано замечает, что в «Началах»
Евклида нет принципов. позволяющих обосновать измерение длин, площаде!!  и объемов ,
а постулаты в сочинении Архимеда «О шаре и цилиндре»® являются не принципами, а
вспомогательными предложениями, подлежащими доказательству. Вывод интегральных
формул для спрямления, квадратуры и кубатуры должен, согласно Больцано, носить
чисто аналитический характер. Самый вывод этих формул в «Решении трех задач» не

ыл, и в то время не мог быть удачным. Но в своей постановке вопроса Больцано был
прав и предвосхитил соответствующие теории, развитые в конце XIX в. на основе
функций действительного теории

:перемеиного  осно-. Напомним, что Клейн в 1898 г. с полным
ванием мог заявить, что нет ничего более
что неясного, че.м понятие непрерывной кривой и

удовлетворительное определение этого понятия было дано лишь в 20-е годы
столетня . С. Урысоном и, независимо от него К. Меигером. Определяя «простраист-
еиныи предмет» {Raumding) как произвольную систему конечного или бесконечного

множества точек, Больцано также приближался
трактовке вопроса. Между прочим,
«Всякая простая замкнутая

нашего

к позднейшей теоретико-множественной
в рукописях Больцано была обнаружена теорема:

линия, лежащая на плоскости, делит ее на две части отлн-
неся друг от друга тем, что все точки плоскости, не лежащие на этой

лиоо с одной, либо с противоположной
важную топологическую теорему
К. Л<ордан^

линии, лежат
стороны от ЛИНИН» [10, с. 132]. Опубликовал эту

ее (неполное) доказательство только в 1882 г.
под именем которого она фигурирует в современной м атематической ли¬тературе,

да ^!у была войти в состав большого тоу-
Ьсль„аио „aLl

тт функциях», также незаконченное н даже не
ванное автором

отредактиро-
. Написанное около 1830 г., >

профессором М. Яшеком и полностью опубликовано
Рыхликом, который подготовил к печати

оно было

н

 обнаружено только около 1920 г.
десять лот спустя профессором

и рукопись Больцано по теории действитель¬ых чисел.
«Учение о функциях»

но общей теории неппепыпт?г°ж^^^ введения и двух частей, посвященных соответствен-
гений Больцано проявляется здесь^с'п ^Р°"зводных функций. Математический

убедительно показывает, насколько глубж"е"проннкает конструкция этого труда
нне, не стесненное рамками примитивн^ nnJ ^ основания анализа исследова-
н вместе с тем насколько советшенн^ пространственной или механической иитуншш,

гащениая приемами строгого логическогПГалГа”
общего определения функции котоГоГГпрпГ « Больцано, исходя из
б ачевский (1834) и Лежен-Дирихле (18371 Jr сформулировали Ло-
функций и приводит примеры неппртт ’ основные свойства непрерывных
образными особенностями. Включая в Разрывных функций, обладающих разно-
ческого доказательства» он продвнгяр основные результаты «Чисто аналити-
пример, что вопоеки п Jnn теперь гораздо далее. Так.

к  р, ш вопреки распространенному мнению
отрезке вовсе „е совпадает со свойством
точное между двумя какими-либо
чения между какими-либо
ной. Возможность

он показывает, иа-
свойство непрерывности функции на

принимать на нем всякое значение промежу-
данными: функция, принимающая

двумя значениям15 на
печати T.V такого рода случаев никому

чати их привел только в 1875 г. Г. ДарбуНо особенно - ^ ^
Эта функция

на отрезке все зна-
его концах, может быть везде разрыв-

в то время не приходила в голову, а в
замечательной

вводится в § 75 первой"ч1с™’ГД"““°'‘“‘”' Больцано»,
повторения одного и того же приема во ° аналитически, посредством бескопечпо-

вия, дополиеппая смелнм ~

го

геометрическая конструк-
зрительно непредставимым. Функция

® В постулатах идет
хорды, объемлющей и  ° сравнении длин дуги

’ объемлемои выпуклых дуг с общими кривой и стягивающей ее
концами и т. п.124



последователыюсти непрерывных функций, изобра-Больцано является предельной для
жаемых ломаными с концами в концах данного отрезка н со звеньями, число которых

длины стремятся к нулю. В том же
является монотонной (т. е. только

HcorpaiiiiHeiiHO возрастает по некоторому закону, а
параграфе Больцано доказывает, что его функция не
возрастающей или только убывающей) ни в одном сколь угодно малом промежутке,
принадлежащем данному отрезку. Доказательство непрерывности aToii ф>чпщии у само*

Больцано содержит некоторый пробел, так как в то время не было еще выделеного
понятие равномерной сходимости.

В § 19 второй части этого труда устанавливается другое, еще более поразительное
свойство функции Больцано. Математики его эпохи были твердо уверены в

непрерывная функция, вообще говоря, дифференцируема, за исключение. ,
может, отдельных точек. Это соответствовало наглядному представлению о
ной плоской кривой как о линии, имеющей в каждо11 точке определенную к
(т. е. единственный предел секущих, проходящих через эту точку), за исключая ,

отдельных особых точек. Больцано доказывает, что его функция
множества точек на данном отрезке.

Больцано, можно доказать, что его функция не имеет конеч-
одной точке области ее задания [27]. И этот результат

или физических пред-
нигде не дифферен-

Вейерштрассом (1872)
1875 г.

всякая

может,
водной ни в ОД!ЮЙ точке всюду плотного
ко ДОПОЛНИВ рассуждения
НОЙ производной вообще ни в

пределы общепринятых геометрических
аналитические примеры непрерывных

полностью выходил за и
ставленнн. Через сорок лет
цнруемых функций были доложены Берлинской Академии наук
и Парижской Академии-Дарбу (1873). а опубликованы  в Лежек-
Правда, к этой мысли —не во всей ее полноте—подходил^! в  „„..„„д Г28 с 208—
Дирихле и Риман, но они не подкрепили ее определенной аргум ●
222]. Сравнивая Больцано с таю.мн великими его ^
можно сказать, что последние преобразовывали главн .  р ‘ „ д£{-,схвительного
аЕ1алнза, между тем как Больцано создавал основы двадцать — двадцать
переметшого. интенсивная разработка которой началась лишь через дв дц

'"ТвсТГогТоГГГукописиого наследия Больцано

данного ц даже нзуненного) в XIX в. увидели свет, как^ов ^етом
Доксы бесконечного», опубликованные в 1851 . [ ]● отшлифовать и потому в
1847 г., т. е. за полтора года до смерти, „ "^Р™“
пей есть некоторые неточности. В целом же « р сочинение имеется в пре
шагом на пути к созданию современной теории множеств. ~  ̂,ыми необходимы-
красном русском переводе [29]. и поэтому ^“нечного связано

замечаниями. Как известно, еще со времен Зенона с проблемой беско^^^^^
было множество трудностей, и, в то время как одни  - „„ебовали ее исключения
прнннмалн существование актуальной “ бесконенко
43 математики, считая законным авторитетного Гаусса.

ль¬

, Такова была в эподу Больцано шщтпя ^воконеч-ших или малых величин

систему теории
вплотную

бо

Руководящей идеей «Парадоксов» была реабилитация
удалось разработать последовательную

‘

м

HOCTU. Больцано еше не  .В частности, он
»

но-
по-

естБ, но мы находим у него ряд интересных элементы которого ми-
бескоиечного множества как такого. какого-либо

взаимно-однозначное соответствие с элементам, како _
более отчетливо выраз.^ ^

Кантором и Дед®'
точечных

Дошел к самому понятию
гут быть поставлены во : Кантор в

множества, являющегося его частью. Эту мысль прпркннд
1878 г. и принял за определение бесконечного «"““тва Деде, ш Д
указать и иа другие моменты этого труда, сбл.,жа.ощие Больцано ^

:  континуума, постановку проблемы у десетпонятияКНИДОМ
и т, д. [30, с. 74-77]. Все же в целом

влияние оно оказало

в

,— трактовку
МЕЕожеств и их размерности
па себе печать незавершенности. Трудно сказать, какое

в 70-е годы к разработке теории множеств, исход
, было ему тогда извесш

бесконечного».

совсем д
ира, приступившего

задач; во всяком случае имя Больцано, как мы видели

ругих
 мон<-

Сам

но полагать что он, вероятно, заинтересовался и «Парадоксами
об этой книге в одном из ^

Кантор
опубли-

понятий и определении
своих трудов.

с высокой похвалой отозвался
кованном в 1883 г., отмечая вместе с тем неполноту системы

чешского предшественника [23, с. 179—180, 194].своего
125



Человечество, оценивая деятельность п творчество людей науки, рассматривает
их стороны. Больцано явил всей своей жизнью высокий образец прелаиного служению
добру и истине, социальному и }шучному прогрессу. Имя его навсегда записано
ми буквами во всемирную историю культуры.

все

золоты-
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