
жеини. Характерно, что Оккам отказывает этому компоненту, как н понятию движе
ния, в реальном онтологическом статусе. Отрицание одновременности,

лишь синкатегорсматическое значение. «Тот
по его мне¬

нию,— это логическая операция, имеющая
факт, что части (части формы, в случае перемещения — положения.— Авт.) не приоб
ретаются одновременно, не означает, что надо положить некоторую вещь, иную, чем
эти части, но скорее, просто то, что некоторые части формы существуют в разные
времена, а не в одно и то же время... Если же на наше утверждение, что «части не су
ществуют одновременно», возразят, что эта неодновремеиность часте11 есть нечто, то
следует ответить, что такое абстрактное имя есть фикция, сконструированная из нарс-

предлогов, глаголов и синкатегорематических терминов... Неодновремсн-
ность не есть некоторая вещь в добавление к тем вещам, которые могут существовать
одновременно, но просто означает, что такие вещи не существуют одновременно» [5,
с. 46—47].

Глубоко знаменателей тот факт, что самый основательный логический анализ по
нятия последовательности, предпринятый в средние века,— анализ, которьп! был осу-

чий, союзов.

ществлен Оккамом и его школой, привел к выводу, что это понятие не следует вклю-
число фундаментальных, неопределяемых научных понятий. Одна из цеитраль-

«неаристотелевских» интуиций, определивших строй средневекового мышления —
интуиция последовательности — была логически узаконена в рамках аристотелизма пу
тем интерпретации, выделявшей отдельные моменты последовательности в качестве

компонентов этого понятия. Идея неизмененных сущностей как
из самых

чать в
ных

единственно значимых
логико-онтологической основы объяснения мира торжествовала здесь одну
блистательных своих побед. Но эта победа оказалась в каком-то смысле роковой; све-

последовательности, а тем самым и движения к отдельным статичным моментам
построению совершенно бессодержательно!'! с физической точки зрения и по-

дение
привело к
тому бесперспективной теории движения.

Потребовалась радикальная ломка базисно!'! схемы аристотелизма, чтобы заро
дыши неаристотелевских !гдей привели к построению новой концепции движения,
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1.

10.

СРЕДНЕВЕКОВЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИДЕИ С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ
СОВРЕМЕННОЙ МАТЕМАТИКИ

в. с. ШИРОКОВ (Горький)

Математике средних веков посвящена значительная историко-математическая ли
тература [1—61. Наши представления об этом периоде развития
лись сегодня в достаточно законченную картину, хотя, конечно, как и при любом на
учном исследовании, на каждом его этапе возникают новые проблемы и вопросы.
Интерес к этому периоду развития математики усилился в связи с дискуссиями о роли

математики сложи-
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срслпсвекошлх представлений для формнрова1П1я научных принципов Г. Галилея.
М. Кеплера, Б. Кавальери, Р. Декарта, Г. В. Ленбинца и др. [7, 8]. В главных чертах
влияние среднсссконой науки связано с разработкой средневековыми  учеными
(Т. Брадварднн, Хейтосберн, Р. Суисет, Ж. Буридан, И. Орем, Григорий из Рими
ни и др.) — правда, в начальной и притом кинематической или геометрической фор
ме—понятий переменной величины и функциональной зависимости, в явном виде не
выделенных, отсулствовавших в античной математике, а также с изучением инфините-
земальных свойств переменной величшш [7, с. 128—130]. Но содержание средневеко
вой математики значительно шире. Характерный для .математиков XIII—XIV вв. ло
гический подход к рассматриваемым проблемам, достаточно высокая степень абстракт
ности, стремление к логической строгости и топкости позволили им сформулировать
ряд положений, которые могут быть оценены только  с позиций современной матема
тики. Этот вопрос имеет, на наш взгляд, большее значение, чем ему до сих пор при
давалось,

1. Концепция строения континуума Ж- Буридана. Буридан развивает взгляды
Брадвардииа, изложенные в трактате «О континууме», но в отличие от Брадварднна
он исходит из физических соображений и в качестве исходного и основного понятия
Буридан берет понятие тела как самоочевидное и наглядное. При этом он, как и дру
гие номиналисты, полагает, что поверхности нам даны как границы тел, лшши — как
границы поверхностей, а мгновения — как границы отрезков времени. Следы этой кон
цепции обнаруживаются .в трудах Аристотеля. Но особенность трактовки такого под
хода к основным математическим п01!ятням у Буридана—к в этом его отличие от
концепций и Брадвардииа и самого Аристотеля — состоит в том, что под термином
«граница» он понимает сколь угодно тонкий слой тела, сколь угодно малую часть
поверхности, линии, отрезка времени, а не «геометрические» поверхность, лнишо, точ
ку. В теории Буридана континуум делим до бесконечности потенциально, но вместе
с тем эта бесконечность, по выражению Аристотеля, «не проходится». Иными словами,
1<о}1тинуу.\1 не состоит из точек или неделимых элементов, но он рассматривается со
стоящим из сколь угодно большого, но всякий раз конечного числа частей. В этом со
стоит оригинальность подхода Буридана к этой проблеме. Буридан, отрицая мгнове
ния времени и возможность точного измерения величины — пространственной или вре
менной— за.меняет эти мгновения (точки континуума) некоторыми частями величины.
Каждая такая часть может быть сколь угодно малой, но она всегда должна оста
ваться интервалом времени плн пути, а не математической точкой. Эта концепция раз
вита в четвертом вопросе (главе) шестой книги буридановских «Вопросов к восьми
книгам „Физики*' Аристотеля» [9, 93va

Приведем итоговое заключение этого вопроса: «Восьмое заключение состоит в
том, что в любом конечном континууме бесконечно мала его граница, поэтому в лю
бой линии или величине бесконечно мала точка и в любом интервале времени беско
нечно мало мгновение. Однако обратное неверно, т. е. что точка бесконечно мала по
тенциально (punctum sit in infinitum parvum). Напротив, можно сказать, что точкой
является одна двенадцатая часть линии, которая не бесконечно мала; ...отсюда следу-

97vb; 10; 11].

ет, что одна точка может быть больше другой точки  в два, илн в три. или в сто раз,
или даже в каком угодно отношении, так как одна треть линии в два раза больше
одной шестой, а одна сотая в сто раз больше одной десятитысячной  части; а посколь
ку любая часть может быть названа границей линии,  а значит, и точкой, то из рас-

вытекает, что под „малым" будет правильно по-
синкатегорематической бесконечности (т. е. потенциаль-

сужденип об этом термине „граница
ннмать то, что говорилось о
ной бескопечностц.—S. Ш.), так как в любом континууме его граница бесконечно ма-

что точка бесконечно мала в любой величи-ла; то же самое о точке и мгновении, так
а мгнопсние бесконечно мало в любом отрезке времени» [9, 97 va—Ь; 10, с. 256—не,

если эта257]. Дальше Буридан поясняет, что
часть достаточно мала по сравнению со всей линией.

Эта концепция строения континуума замечательна во многих отношениях,
некоторые современные физические представления; в частности, эти проб-

с точки зрения попыток аксиоматизации квантовой механики [12,

часть липни можно назвать точкой

Она

напоминает
лемы актуальны
(. 175 1771. Идея точек разных порядков малости использована японским логиком
С. Шираиши в попытке формализовать понятие движения н преодолеть трудности.
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выраженные в апориях Зенона [13. с. 227—232J. С подобных Бурпдану посылок (при
нятие потенциальной бесконечности II отказ от актуальной, замена «математических»
точек достаточно малыми интервалами времени и пути и т. п.) решает проблему фор
мализации движения советский логик Е. К. Воншвплло [14]. Он же доказал непроти
воречивость такого решения зеноновых апорий. Идея точек разных порядков
зуется и в одном из направлений комбинаторной топологии, в так
пликативной топологии.

исполь-
называемой мульти-

Определенное сходство имеется также с броуэр-вейлевскнм
из основных понятий современной интуиционистской математики,

континуу.мом —одним
построение которого

завершено относительно недавно (1964 г. А. Гентинг, Е. Бет, Л. Брауэр, С. Клини).
Важность теории континуума неоднократно подчеркивали сами творцы этого направ
ления современной математики; например, Бет писал. что «теория континуума зани¬
мает центральное место в интуиционистской математике» [15, с. 422].

Сам Брауэр определил свой принцип (для чисел) посредством
вивающейся последовательности выбора (за исходную систе.му
налышх чисел, представленных двоичными разложениями), причем
этой последовательностыр число становится эффективно определимым
конечной стадии развития последовательности (напоминает буридановское «точка до
статочно мала по отношению ко всей величине»). Подробнее об этой теории см. [16,
с. 100] и указанную там литературу.

2. Понятие бесконечности. Рассматриваемое средневековыми

непрерывно раз-
взята система рацио-

сопоставляемое с
на некоторой

учеными (Григории
из Римини, И. Бассоль, Т. Брадвардин, П. д’Альи и др.) парадоксальное свойство бес-

множества (часть бесконечного множества равна в смысле взаимно одно
значного соответствия элементов всему множеству), хотя и спорадически привлекало
внимание математиков (Галилей, Лейбниц и др.), по перестало быть парадоксальиы.м

теории множеств, разработанной Б. Больцано, Р. Дедекиндом
Г. Кантором в конце XIX в. Средневековые труды к концу XVI в. были суммированы
в многочисленных сводных трудах, из них (наряду с комментариями к «Сентенциям»
Петра Ломбардского) широкое распространение получили «Комментарии Коиимбрсн-
ской коллегии», изданные в 1592—1606 гг. в Лионе [17]. На эту книгу ссылался Каи-

Как известно, введенное Кантором понятие трансфиннтного

конечного

и особеннотолько в

числа как математи-
выражение актуально бесконечного было понято и принято математиками да

леко не сразу, поэтому Кантор стремился выяснить его исторические корни. С этой
он штудировал средневековую научную литературу. После выхода из печати

тор
ческое

целью
первой части своего основного труда «К обоснованию учения о трансфшштных множе
ствах» Кантор писал одному из своих корреспондентов (письмо от 13 октября 1895г.):
«Вы тем временем должны получить от меня первый номер журнала со статьей
„К обоснованию учения о трансфшштных множествах", которая в первую очередь об-

математической публике, но также к философскойикрашена . Когда я обращаюсь
траисфинитному, то я не имею в виду актуально бесконечное, которое существует

в виде чистой актуальности (actus purus) и простейшей сущности (ens simplicissimus),
способной ни к увеличению, ни к уменьшению... Бесконечность, с которой я имею

своем исследовании, скорее следующее» [18, с. 257—258]. Дальше Кантор при-
отрывок из «Комментариев Конимбренскон

к

не
дело в

[17, т. 1: cap, 8, q. I,коллегии»водит
art. 1] со своими вставками, поясняющими средневековое определение (взяты памп в
скобки): «Я имею в виду бесконечность категорсматнческую, т. е. она состоит из ак-

бесконечного числа частей (т. е. частей. число которых не равно никакому ко
нечному числу), каждая из которых равна определенной части (т. е. каждая из этих
частей имеет определенную меру); эти части взаимно не пересекаются и существуют
одновременно». Дальше Кантор добавляет, что это — именно то, что он называет
трансфинитным [18, с, 259]. Об этом труде Кантора см. также [19, с. 171—178].

Одной из средневековых теорий, в которой проявилось

туально

понятие бесконечности,
была так называемая теория maximum et minimum переменной величины (об этой н
родственным ей проблемам de incipit et desinit и forma fluens et fluxus formae cm.
[4, c. 133—168]. В рамках этой теории значения переменной величины рассматрива
лись как бесконечное множество (собрание, совокупность). Эта теория, истоки кото-
рой (как и многих других средневековых теорий)—в трудах Аристотеля, получила
значительное развитие в трактатах Хентесбери, Сунсета и др. Приведем пример, рас-
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сматриваемьп! ХеГиесберп. Как определить способность Сократа поднять определен
ный пес; 1!о максимальному весу из тех. которые он может поднять, нлн по минималь
ному весу из тех, которые он не сможет поднять? Или — другой пример—способ-
I10CT1. Сократа увидеть определенный предмет на некотором расстоянии;
ному предмету, KOToj'biii он способен увидеть, или же по максимальному предмету
тех, которые он не в состоянии увидеть? [20, 30v]. Эти вопросы породили

по мннималь-
из

многочис¬
ленную литературу, в которой рассматривалось четыре вида границ: верхняя и ниж
няя. инутренияя (т. с. принадлежащая самому множеству) и граница внешняя (т. е.
множеству не принадлежащая). Например, Хейтесберн так определил внутренний
cfiMyM (maximum quod sic): «Внутрешшй максшчум суть наибольшее
рое величина может достичь (res potest attingere) или при котором она может сущест
вовать (sub qua potest esse), но при любом большем значении

мак-
значение, кото-

она не может сущест
вовать, т. е. величина может принимать это значение, но не может его превзойти» [20,
29 гЬ—уа]. Аналогично определяются и остальные виды границ величины.

В исследовательской литературе отмечалось определенное сходство средневеко
вых опрсделепнГ! с известными дистинкциями Дедекннда. в частности с аксиомой не
прерывности [2, с. 196; 4, с. 166—167]. Принципиальная разница между
в то.м,

ними состоит
ITO средневековые ученые и не помышляли об общем определении континуума

действительных чисел, что было главной целью Дедекннда, который строил сечения
вполне определенно!! чнелопон системы — множества рациональных чисел.

3. Средневековая .югика и современные математические логики. Семантическая по
своей форме средневековая лоп!ка имеет много общего с современными
ми логиками. Особенно это относится к средневековым логическим теориям de suppo-
sitionis (о подстановках), de coiisequentiis (о следовании), de insolubiliis (о неразре
шимых прелложе!!1!ях) и др. Подборки средневековых логических текстов, опублико
ванные К. Прантлем и И. Бохеньскнм [21, 22], несмотря на существенные пробелы, до
сих пор поражают своей фу1!да.ме1!тальиостыо. Фактически до сих пор не исследована
с достаточной полнотой «Большая логика» («Logica magna») Павла Венецианского
[23] —своеобразная логическая энциклопедия средневековья. На
лись Галилей и Лейбниц.

математически-

нее, кстати, ссыла-

Ужс' начиная с ХП в. в трактатах средневековых логиков можно обнаружить по-
ложетш, которые мы относим к теории модальностей,  к нндуктнвнон логике, к тео
рии равносильности высказываний, !1сследовашпо семантических антиномий и многое
другое.

Для при.мсра приведем некоторые логические формулы (само собой разумеется,
что средневековые авторы давали словесные формулировки, адекватные символиче
ским):

(АП5)^7{(^'^5)и(5^>1)}

Л -» (Л В)

УхА (л') = Уд-Л(.г) = а.г Л(а-)
ЛД)(Ли5), ЛП5-»Л

(Абеляр, XII в.)

(Д. Скотт, XIV в.)

(У. Шервуд, XIV в.)
(М. Инген, XIV в.)

4. Другие теории. Заключение. Отметим кратко еще одну идею средневековой ма
тематики, которая используется в современной математике. В одной из средневековых
теорий строения континуума предполагалось, что континуум состоит из точек двух
видов: «реальных» точек и точек «мнимых» (или точек-«вещей» и «пустого» простран
ства между ними). Этой идеей (как и хпюгими другими) интересовался Лейбниц (24,
с. 615]. Она положена в основу современной комбинаторной геометрии [25].

Таким образом, фактическое богатство средневековой математики значительно
miipe, чем представлялось до сих пор. Число вышеприведенных примеров можно зна
чительно увеличить. Особешю это относится к средневековым сочннен1{ям по логике
и к трактатам XV—XVI вп., исследованным до снх пор недостаточно.
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